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Введение

Распространение импульсов света в вакууме - очень хорошо изученный
физический процесс. Основные особенности и характеристики импульсов
света подробно описаны и исследованы как теоретически, так и в экспе
рименте. Плоская волна - элементарная модель электромагнитного поля,
распространяющего в свободном пространстве со скоростью света в вакууме
(𝑐 = 299792458 м/с). С другой стороны, плоская электромагнитная волна
не является реальным физическим объектом, а только лишь идеализацией,
так как имеет бесконечную протяженность в пространстве и длительность. В
реальном эксперименте приходится иметь дело с импульсами электромагнит
ного излучения, занимающими конечный объём в пространстве и во времени.
Более того, уже достаточно давно существует активно развивающаяся область
оптики, изучающая импульсы со специфической пространственно-временной
структурой (структурированный свет), придающей таким импульсам уникаль
ные свойства. Детальное описание современного состояния данной области
приведено, например, в обзорах [1; 2]. Эта область оптики имеет обширные
практические применения в обработке квантовой информации и квантовой
коммуникации [3—5], контроле состояний атомов и частиц [6—10], микроскопии
[11] и продолжает стремительно развиваться. Тем не менее, существует вопрос
о скорости распространения локализованного импульса света в вакууме,
который представляет как фундаментальный интерес, так и практическую
значимость. В настоящее время этот вопрос активно изучается и по-прежнему
актуален.

Существует несколько различных способов определения скорости ЭМИ,
в зависимости от интересующих свойств импульса света. Так, например, в ра
ботах [12—17] фазовая скорость монохроматического пучка определена следую
щим выражением [18]:

𝑣𝑝ℎ =
𝜔

|∇⃗Φ(�⃗�)|
, (1)

где 𝜔 - частота, Φ(�⃗�) - функция, описывающая зависимость фазы пучка от
пространственных координат. Так как ЭМИ имеет конечную длительность, что
предполагает вклад многих частотных компонент, в этом случае Φ(�⃗�) → Φ(�⃗�,𝜔).
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Часто в качестве скорости распространения импульса используется групповая
скорость 𝑣𝑔𝑟, как обобщение формулы (1):

𝑣𝑔𝑟 =
1

|𝜕𝜔∇⃗Φ(�⃗�)|
, (2)

𝜕𝜔 - обозначение частной производной по частоте 𝜔. Заметим, что опре
делённая таким образом скорость, может быть как больше, так и меньше
скорости света в вакууме. В общем случае выражения (1) и (2) не являются
в строгом смысле скоростью распространения импульса как целого [19], так
как, вообще говоря, не соответствует скорости передачи энергии и информа
ции, но могут быть измерены на практике и имеют важные приложения [13; 20].

Стоит отметить результат недавней экспериментальной работы [21], где
рассматривались квантовые состояния неколлинеарных фотонов в процессе
спонтанного параметрического рассеяния света (СПРС). Авторы проводили экс
перименты, где пары фотонов разделялись на два канала, в первом из которых
фотоны распространялись в волокне с заданной скоростью близкой к скоро
сти света в вакууме. Во втором канале фотоны распространялись в свободном
пространстве. Было показано, что скорость распространения фотонов вдоль оси
пучка накачки была меньше скорости света в вакууме. Эффект замедления был
зарегистрирован по смещению положения минимума кривой Хонга-Оу-Манде
ля (ХОМ) [22], описывающей зависимость числа совпадений сигналов от вре
мени задержки, для фотонов, распространяющихся в свободном канале. Было
продемонстрировано, что положение минимума кривой зависит от поперечной
компоненты �⃗�⊥ полного импульса фотонов, распространяющихся в свободном
канале. Согласно полученным результатам работы [21] скорость распростране
ния определяется формулой:

𝑣 = 𝑐

(︃
1− 𝑘2⊥

2|⃗𝑘|2

)︃
, (3)

которая меньше чем скорость света в вакууме при 𝑘⊥ ̸= 0. Важно подчеркнуть,
что эффекты связанные с замедлением скорости распространения ЭМИ, в осо
бенности для квантовых состояний поля, очень малы, но доступны наблюдению
в экспериментах.
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В настоящей диссертации проблема скорости распространения импульсов света
вакууме рассматривается принципиально с другой позиции, а именно, исходя
из физического смысла понятия Лоренц-инвариантной массы (ЛИМ). Приме
нение концепции ЛИМ к световым импульсам представляет фундаментальный
интерес и ранее не было подробно изучено.
Как ясно из результатов работы [21], явление квантовой интерференции иг
рает особую роль в измерениях квантовых состояний света. СПРС является
базовым инструментом для изучения квантовых состояний света, а также име
ет обширные применения в областях квантовой информатики и исследований
фундаментальных основ квантовой механики [23—35]. В процессе параметриче
ского рассеяния один фотон с частотой 𝜔𝑝 преобразуется в пару рассеянных
фотонов 𝜔1 и 𝜔2 в соответствии с законом сохранения [36—39]:

𝜔𝑝 = 𝜔1 + 𝜔2, (4)

Волновой вектор �⃗�𝑝 в кристалле удовлетворяет условию:

�⃗�𝑝 ≈ �⃗�1 + �⃗�2 (5)

Точное равенство в (5) не достигается ввиду конечных размеров кристалла и
спектральных свойств накачки. Комбинация этих условий определяет частот
ное и угловое распределение фотонов, родившихся в процессе СПРС, а также
меру перепутывания и характеристики, связанные с квантовой интерференцией
[33; 40; 41]. Квантовое описание оптических параметрических процессов можно
найти например в работах [42; 43]. В главе (4) описаны новые аспекты частотно
невырожденных и неколлинеарных режимов СПРС, рассмотрение которых мо
жет быть полезно для измерений на основе явления квантовой интерференции
(в частности эффектов замедления света).
Ниже приводится обзор литературы, посвящённый понятию ЛИМ и её физиче
скому смыслу в рамках специальной теории относительности. Также рассмот
рены некоторые особенности квантовых состояний электромагнитного поля и
базовые подходы описания классических локализованных импульсов света.
Понятие массы в специальной теории относительности подробно изложено в ра
ботах Л.Б. Окуня [44—46] и, например, книге Л.Д.Ландау [47]. Последующий
обзор связанный с понятием ЛИМ базируется во многом на результатах дан
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ных работ. Под ЛИМ частицы с полной энергией ℰ и импульсом 𝑝 в некоторой
инерциальной системе отсчёта следует понимать следующую величину:

𝑚2 =
ℰ2

𝑐4
− 𝑝2

𝑐2
, (6)

здесь 𝑐 - скорость света в вакууме. ЛИМ является скаляром - инвариантом по
отношению к преобразованиям Лоренца при переходе в другую инерциальную
систему отсчёта:

ℰ ′ = 𝛾(ℰ − �⃗�𝑝)

𝑝′𝑥 = 𝛾(𝑝𝑥 −
|�⃗�|ℰ
𝑐2

)

𝑝′𝑦 = 𝑝𝑦

𝑝′𝑧 = 𝑝𝑧, (7)

где для простоты относительная скорость �⃗� штрихованной системы отсчёты вы
брана вдоль оси 𝑥, 𝛾 =

√︀
1− |�⃗�|2/𝑐2.

Инвариантность массы особенно наглядна, если использовать общепринятый
в специальной теории относительности тензорный формализм. Энергия и им
пульс объединены в один 4 - вектор импульса 𝑝𝑖 = (ℰ/𝑐2,𝑝)𝑇 . Таким образом,
по определению, масса - это результат свёртки (норма) 4-вектора импульса ча
стицы.

𝑚2 =
1

𝑐2
𝑔𝑖𝑗𝑝

𝑖𝑝𝑗 =
1

𝑐2
𝑝𝑖𝑝

𝑖 =
1

𝑐2
𝑝𝑘

′𝑝𝑘
′
, (8)

где по повторяющемся индексам производится суммирование, 𝑔𝑖𝑗 = diag(1,−1,−
1, − 1) - метрический тензор в пространстве Минковского, 𝑝𝑖′ = (ℰ ′/𝑐2,𝑝′)

𝑇
=

ℒ𝑖
𝑗𝑝

𝑗. Здесь 𝑝𝑖
′ - 4-вектор импульса в новой (штрихованной) системе отсчёта,

ℒ𝑖
𝑗 обозначает матрицу преобразования Лоренца при переходе из лабораторной

системы отсчёта в новую (штрихованную). Инвариантность массы при преобра
зованиях Лоренца является её важнейшим свойством. Чтобы подчеркнуть этот
факт, в данной работе используется именно термин ЛИМ вместо просто массы.
В случае изолированной физической системы, состоящей из совокупности 𝑁

частиц, понятие массы остаётся неизменным и задаётся формулой (6), только
в данном случае в качестве ℰ и 𝑝 следует понимать полные энергию и импульс



8

соответственно:

ℰ =
𝑁∑︁
𝑛=1

ℰ[𝑛], 𝑝 =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝑝[𝑛], (9)

где ℰ[𝑛] и 𝑝[𝑛] - энергия и импульс 𝑛 - ой частицы. Полная энергия и импульс
являются аддитивными физическими величинами по отношению к частицам,
входящим в систему, и в соответствии с законами сохранения неизменны для
изолированной системы. ЛИМ изолированной системы также является постоян
ной, но не аддитивной величиной. В качестве примера рассматривается система
из двух частиц с энергиями и импульсами ℰ[1],𝑝[1] и ℰ[2],𝑝[2] соответственно. Со
гласно (6) масса такой системы задаётся выражением

𝑚2 =
(ℰ[1] + ℰ[2])2

𝑐4
−
(︀
𝑝[1] + 𝑝[2]

)︀2
𝑐2

̸=
(︀
𝑚[1] +𝑚[2]

)︀2
, (10)

где 𝑚[1] и 𝑚[2] - ЛИМ частиц каждой в отдельности. Ещё одно свойство ЛИМ,
глубже отражающее её физический смысл, связано с системой отчёта покоя.
Пусть в некоторой ИСО полный импульс частицы (совокупности частиц как
целого) равен нулю 𝑝 = 0. Тогда согласно (10) имеет место известная взаимо
связь массы и энергии в системе отсчёта покоя: ℰ = 𝑚𝑐2. C другой стороны, при
переходе в другую систему отсчёта, движущуюся со скоростью �⃗� относительно
исходной системы покоя, получаются выражения для энергии и импульса, сле
дующие непосредственно из преобразований Лоренца:

ℰ = 𝛾𝑚𝑐2, 𝑝 = 𝛾𝑚�⃗�. (11)

Из соотношений (11) вытекает важная взаимосвязь между скоростью распро
странения, импульсом и энергией всей совокупности частиц:

�⃗� =
𝑐2𝑝

ℰ
. (12)

Исходя из вышесказанного следует, что если ЛИМ совокупности частиц не рав
на нулю, то существует система отсчёта, в которой данная система как целое
покоится. Если же ЛИМ системы равна нулю, то система как целое движет
ся со скоростью света в вакууме и не существует такой инерциальной системы
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отсчёта, где такая совокупность частиц как целое находилась бы в состоянии
покоя. Это утверждение фактически отражает физический смысл ЛИМ (или
просто массы) в специальной теории относительности. Связь между ЛИМ сово
купности частиц и модулем скорости распространения совокупности задаётся
формулой:

|�⃗�| = 𝑐

√︂
1− 𝑚2𝑐4

ℰ2
. (13)

Другое важное свойство ЛИМ состоит в том, что она не ответственна на прямую
за гравитационное взаимодействие, как это имеет место в механике Ньютона.
В рамках общей теории относительности гравитационное взаимодействие опре
деляется с помощью тензора энергии-импульса физической системы и описыва
ется уравнениями Эйнштейна (см. например [47],[48]). Только в нерелятивист
ском пределе (когда малы скорости объектов, а гравитационные поля слабы)
можно отождествить компоненту ТЭИ системы 𝑇00 с её массой в том смысле,
как принято понимать массу в Ньютоновой механике [48]. Резюмируя, уместно
привести сравнение понятия массы в Ньютоновой механике и теории относи
тельности. Результаты сравнения представлены в таблице (1).

В случае системы фотонов понятие ЛИМ также применимо и даёт наглядные
и важные результаты. Частный случай системы из двух фотонов обсуждался
в работах Л.Б. Окуня (где рассматривалась именно ЛИМ системы фотонов)
и упоминался в работе [49]. Пусть имеется два фотона с одинаковой частотой
𝜔0, но с различными направлениями волновых векторов �⃗�1 и �⃗�2 соответственно,
где 𝜃 ∈

[︀
0,𝜋
]︀

- угол между волновыми векторами. Полный 4-импульс данной
совокупности частиц задаётся выражением:

𝑝𝑖 = ~

(︃
2𝜔0/𝑐

�⃗�1 + �⃗�2,

)︃
(14)

Согласно (8), ЛИМ имеет вид

𝑚 =

√︂
~2
𝑐2
𝑝𝑖𝑝𝑖 =

√︃
~2
𝑐2

(︂
4𝜔2

0

𝑐2
−
(︁
�⃗�1 + �⃗�2

)︁2)︂
=

2~𝜔0

𝑐2
sin

(︂
𝜃

2

)︂
. (15)

Схематичное изображение приведено на рисунке:
Для 𝜃 ̸= 0, согласно (15), существует не нулевая ЛИМ двух фотонов. Случай
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Таблица 1 — Физический смысл понятия массы в рамках механики
Ньютона и специальной теории относительности.

Механика Ньютона Специальная теория
относительности

1. Масса является мерой
количества материи.

1. Масса не является мерой
количества материи

2. Масса аддитивна (масса суммы
частиц равна сумме масс каждой

частицы).

2. Масса не аддитивна (зависит от
ориентации импульсов отдельных

частиц совокупности).
3. Масса является мерой инерции. 3. Масса не характеризует меру

инерции.
4. Определяет взаимодействие с

гравитационным полем.
4. Не определяет взаимодействие с

гравитационным полем.
5. Масса инвариантна при переходе

из одной ИСО в другую (по
отношению к преобразованиям

Галилея).

5. Масса инвариантна при переходе
из одной ИСО в другую (по

отношению к преобразованиям
Лоренца).

𝜃 = 𝜋 соответствует максимальной ЛИМ, в не строгом смысле, допускает клас
сическую аналогию - стоячие электромагнитные волны в резонаторе или волны
в волноводе. В частности, подобные рассуждения приводились в уже упомяну
той работе [49] и работах [50—52] основанных на полуклассическом описании
электромагнитного поля. В данных работах приводится сопоставление между
релятивистской формулой для связи массы и энергии (6) ( переписанной в фор
ме ℰ2 = 𝑚2𝑐4+𝑝2𝑐2) и дисперсионным уравнением для волн в полом металличе
ском резонаторе с идеальными стенками, задающими граничные условия для
классического поля. Фактически, в работах [49; 51; 52] полагается, что масса
пропорциональна критическим частотам волновода. По мнению автора данных
работ, наличие массы обусловлено статическим флуктуационным полем вакуу
ма, локализованного между стенками волновода. Тем не менее, в данной ана
логии нигде на прямую не подразумевается ни ЛИМ, ни её физический смысл.
Заметим, что сопоставление фотона классической плоской волне, равно как и
рассуждения касательно его пространственной локализации, требуют большой
осторожности в применении. Стоит дать отдельные комментарии касательно
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Рисунок 1 — Схематическое изображение системы двух фотонов с различным
углом между волновыми векторами. (𝑎) - угол между волновыми векторами,

что соответствует ЛИМ 2~𝜔0/𝑐
2 sin 𝜃/2, (𝑏) - коллинеарные фотоны, угол

𝜃 = 0, ЛИМ: 𝑚 = 0, (𝑐) - антиколлениарные фотоны 𝜃 = 𝜋, ЛИМ:
𝑚 = 2~𝜔0/𝑐

2.

проблемы пространственной локализации и волновой функции фотонов, а так
же комментарий касательно массы фотона как элементарной частицы.
Проблемы волновой функции в координатном представлении для фотонов мож
но найти в монографиях по квантовой оптике [53—55] и квантовой электроди
намике [56]. Аналогия между описанием квантов поля излучения - фотонов, в
координатном пространстве и частиц с массой, например электронов (описывае
мых рамках нерелятивистской квантовой механики), вообще говоря не является
строго правомерной. Во-первых, для фотона не существует состояния с опреде
лённым |𝑟⟩, или, другими словами, волновой функции фотона в координатном
представлении, как собственной функции некоторого оператора положения в
пространстве [57; 58]. Заметим, что так как фотон - релятивистская частица,
то применение к нему оператора положения [59] не удовлетворяющего требова
ниям специальной теории относительности, строго говоря, также не является
правомерным. Данная проблема тесно связана с проблемой пространственной
локализации фотона, и обсуждается, в частности, в работах [60—64]. Напротив,
в нерелятивистской квантовой механике вероятность 𝑃 (𝑥) нахождения частицы
(например электрона) в некотором интервале (𝑥,𝑥+ 𝑑𝑥) задаётся его волновой
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функцией 𝜓(𝑥) в координатном представлении:

𝑃 (𝑥) = 𝜓(𝑥)𝜓(𝑥)* (16)

Лишь приближённо, в рамках полуклассического описания, можно условно счи
тать, что вероятность найти световой квант в объёме 𝑉 → ∞ равна:

𝑃 (𝑥) ≈ �⃗�(𝑥)
2
+ �⃗�(𝑥)

2

8𝜋~𝜔
(17)

Для случая точно определённой, локализованной области, понятие частоты
кванта 𝜔 теряет физический смысл. Вторым аргументом является тот факт,
что для определённой выше вероятности (16) не существует уравнения непре
рывности:

𝜕𝑃

𝜕𝑡
+ div�⃗� = 0 (18)

где

�⃗� =
~

2𝑚𝑖
(𝜓*∇⃗𝜓 − 𝜓∇⃗𝜓*) (19)

Важно подчеркнуть, что строгое определение положения частицы с массой име
ет смысл только в нерелятивистском пределе. Известно [56], что волновая функ
ция фотона в импульсном представлении (как функция �⃗�) корректно опреде
лена и имеет чёткий физический смысл вероятности фотона иметь импульс
(волновой вектор) в определённом интервале. Были предприняты попытки вве
сти волновую функцию фотона в координатном представлении, фактически,
основываясь на обратном преобразовании Фурье [65—68]. Этот подход также
обладает рядом недостатков. Во-первых, при таком подходе полученная волно
вая функция не удовлетворяет требованиям ковариантности, и является нело
кальной, так как зависит от поля, определённого во всём пространстве и не
может корректно описывать взаимодействие, например с точеными зарядами.
Тем не менее, отчасти, данные контраргументы можно преодолеть. В некото
рых приближениях, понятие волновой функции фотона в координатном пред
ставлении может иметь место. Так, например, в работах [69—71] предложен
подход основанный на использовании вектора Римана-Зильберштейна [72—74]
𝐹 (�⃗�,𝑡) = �⃗�(�⃗�,𝑡) + 𝑖�⃗�(�⃗�,𝑡). Во-первых, заметим, что уравнения Максвелла пере
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писываются в компактном виде с помощью этого 6-компонентного вектора:

𝑖~
𝜕𝐹 (�⃗�,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑐∇⃗ × 𝐹 (�⃗�,𝑡)

div𝐹 (�⃗�,𝑡) = 0 (20)

Можно установить тесную аналогию с квантовой механикой если ещё раз пере
писать (20) используя матрицы ^⃗𝑠 действующие на компоненты 𝐹 :

𝑠𝑥 =

⎛⎜⎝0 0 0

0 0 −𝑖
0 𝑖 0

⎞⎟⎠ , 𝑠𝑦 =

⎛⎜⎝ 0 0 𝑖

0 0 0

−𝑖 0 0

⎞⎟⎠ , 𝑠𝑧 =

⎛⎜⎝0 −𝑖 0

𝑖 0 0

0 0 0

⎞⎟⎠ , (21)

Фактически, данные матрицы являются записью матриц спина - 1 в декарто
вых координатах. Они не являются диагональными, так как действуют не на
собственный вектор, а на произвольный трёхмерный вектор. Используя соотно
шение: [︀

𝑎× �⃗�
]︀
= −𝑖(⃗𝑎^⃗𝑠)⃗𝑏 (22)

Уравнения Максвелла приобретают вид:

𝑖~
𝜕𝐹 (�⃗�,𝑡)

𝜕𝑡
=
𝑐ℎ

𝑖
(^⃗𝑠∇⃗)𝐹 (�⃗�,𝑡) (23)

В то время как условие равенства нулю дивергенции компонент полей для элек
тромагнитного поля в вакууме имеет вид:(︁

^⃗𝑠 ∇⃗
)︁2
𝐹 (�⃗�,𝑡) = Δ𝐹 (�⃗�,𝑡) (24)

Для того, чтобы имел место принцип суперпозиции, необходимо уметь склады
вать волновые функции с разной поляризацией или корректнее с разной спи
ральностью. Это возможно если следовать аналогии с релятивистски ковари
антным уравнением Дирака и представить волновую функцию в виде спинора,
аналогично волновой функции электрона:

Ψ(�⃗�,𝑡) =

(︃
𝐹+(�⃗�,𝑡)

𝐹−(�⃗�,𝑡)

)︃
, (25)
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Где 𝐹± = �⃗�(�⃗�,𝑡)± 𝑖�⃗�(�⃗�,𝑡). В свободном пространстве (вакууме) функции 𝐹+ и
𝐹− эквивалентны. Так как у фотона нет античастицы, то можно оперировать
лишь с одной из компонент 𝐹±. Уравнения (23),(24) можно переписать

𝑖~
𝜕Ψ(�⃗�,𝑡)

𝜕𝑡
= �̂�0Ψ(�⃗�,𝑡) , �̂�0 = 𝑐𝜌3(^⃗𝑠

ℎ

𝑖
∇⃗), (26)

где матрицы 𝜌𝑖, 𝑖 = 1,2,3 - аналог матрицы Паули, действующий на Ψ(�⃗�,𝑡)

следующим образом:

𝜌1Ψ =

(︃
𝐹−

𝐹+

)︃
, 𝜌2Ψ =

(︃
−𝑖𝐹−

𝑖𝐹+

)︃
, 𝜌3Ψ =

(︃
𝐹+

𝐹−

)︃
(27)

Это представление обладает рядом преимуществ. Оно обеспечивает согласован
ность между вычислением средних величин (энергии, импульса, числа частиц
и т.д.), удовлетворяет принципу суперпозиции в квантовой механике (линей
ность), допускает вероятностную интерпретацию, не противоречит требованиям
теории относительности, (смотрите детали в работе [70]). Тем не менее, в при
ведённом подходе не используется стандартная процедура квантования элек
тромагнитного поля в привычном смысле. Теоретическая конструкция задания
волновой функции с использованием вектора Римана-Зильберштейна для сво
бодного поля в вакууме не обладает существенными преимуществами в расчё
тах по сравнению с общепринятыми методами. Связь между волновой функци
ей в координатном представлении и стандартными методами квантовой оптики
предложена в работе [75]. Состояние фотона определяется как суперпозиция
некоторого набора базисных состояний на основе принципа суперпозиции. Суть
в том, что рассматриваются операторы рождения и уничтожения фотонов, как
линейные комбинации стандартных операторов рождения 𝑎†

�⃗�,𝜎
и уничтожения

фотонов 𝑎�⃗�,𝜎 в моде с фиксированными �⃗�,𝜎.

�̂�†𝑗,𝜎 =

∫︁
𝑑�⃗�

(2𝜋)3
𝑈𝜎
𝑗 (�⃗�)

*
𝑎†
�⃗�,𝜎
,
[︀
�̂�𝑗,𝛽,�̂�

†
𝑙,𝛾

]︀
= 𝛿𝑗,𝑙𝛿𝛽,𝛾 (28)

где 𝑈𝜎
𝑗 (�⃗�) - унитарная матрица преобразования. Авторы работы [75] демонстри

руют как данное представление позволяет интерпретировать фотон как лока
лизованный объект.
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Стандартная процедура квантования поля, позволяет находить средние энер
гию и импульс поля для любого состояния группы фотонов и корректно описы
вать их наблюдаемые в соответствии с экспериментом. В рамках общепринятых
схем измерений в квантовой оптике, оперируют с оператором числа фотонов в
определённом объёме 𝑉 [76]:

�̂�𝑉 =

∫︁
𝑉

^⃗
𝐴(−)(�⃗�,𝑡)

^⃗
𝐴(+)(�⃗�,𝑡)𝑑�⃗�,

^⃗
𝐴(+)(�⃗�,𝑡) =

1√
𝑉

∑︁
�⃗�,𝜎

�⃗��⃗�,𝜎𝑎�⃗�,𝜎𝑒
𝑖(�⃗��⃗�−𝜔𝑘𝑡) (29)

где 𝑉 - например, объём области занимаемой полем около детектора (предпола
гается, что (𝑉 )1/3 ≫ 𝜆0, 𝜆0 - характерная (несущая) длина волны фотонов ), 𝑎�⃗�,𝜎
- оператор уничтожения фотона в моде с волновым вектором �⃗� и поляризацией
𝜎, �⃗��⃗�,𝜎. Заметим, что сам процесс измерения существенно зависит от внутренне
го устройства и параметров детектора [77]. Существует подход, основанный на
идее использовать корреляционные функции операторов электрического поля
в качестве волновых функций фотона и тесно связанный с упомянутом процес
сом детектирования [78—80], детальный разбор также можно найти в книге [54].
Для задач в рамках настоящей диссертации формализма квантовой оптики до
статочно, для того чтобы описать все аспекты связанные с ЛИМ и средней
скоростью распространения света описываемого как квантовое состояние.
В дополнении стоит упомянуть, что модуль квадрата вектора Римана-Зильбер
штейна |𝐹 2| = 8𝜋𝑐2𝜇(�⃗�,𝑡), где 𝜇(�⃗�,𝑡) задаётся равенством:

𝜇2(�⃗�, 𝑡) =

(︃
�⃗�2 + �⃗�2

8𝜋𝑐2

)︃2

−

(︃
�⃗� × �⃗�

4𝜋𝑐2

)︃2

= 𝑖𝑛𝑣., (30)

Данная величина является Лоренц-инвариантом и может трактоваться как
плотность массы поля [81; 82]. Плотность массы интересна тем, что для
обычной плоской волны 𝜇(�⃗�,𝑡) ≡ 0, в то время как для полей с более сложной
конфигурацией волнового фронта, она может служить в качестве меры откло
нения фронта волны в произвольной точке (�⃗�,𝑡) от плоского [82]. Этот аспект
затрагивается в Главе 1.
Возвращаясь к вопросу ЛИМ фотона как элементарной частицы - элемен
тарного кванта возбуждения поля, то согласно современным представлениям
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ЛИМ одного фотона можно положить раной нулю. Данный факт подтвер
ждается в ряде экспериментов и астрономических наблюдений. Например в
работах [83; 84] масса фотона оценивается с помощью тонкого механического
эксперимента, тогда как астрономические наблюдения, касающиеся измерения
массы фотона, обсуждаются в работах [85—90]. Основываясь на приведённых
наблюдениях, можно дать экспериментальное ограничение значения массы
фотона: 𝑚ph < 10−52÷ 10−48 гр. Данная масса очень мала, и в рамках расчётов
ЛИМ считается, что масса единичного фотона (вообще говоря, находящегося
в состоянии Фока) есть строго нуль. Как уже было отмечено выше, ЛИМ на
прямую не ответственна за гравитационные свойства. Результаты, связанные с
описанием гравитационных свойств световых пучков можно найти, например,
в работах [91; 92].

Рассмотрим классическое описание ЭМИ. Для работы с ограниченными
в пространстве пучками света принято использовать параксиальное приближе
ние. Ниже приводятся базовые сведения касательно описания пучков и импуль
сов света. Подробные методики описания, особенности и эффекты связанные с
ЭМИ можно найти в книге [93].
Под параксиальной монохроматической волной понимают плоскую волну (ком
поненту поля) - 𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧 распространяющуюся вдоль оси 𝑧 с медленно меняющейся
амплитудой 𝐸(�⃗�) где предполагается, что 𝑘⊥ ≪ 𝑘, 𝑘𝑧 ≈ 𝑘 = 𝜔/𝑐. В рамках
этого приближения комплексная амплитуда поля удовлетворяет условиям:

𝜕𝐸(�⃗�)

𝜕𝑧
≪ 𝑘𝐸(�⃗�)

𝜕2𝐸(�⃗�)

𝜕𝑧2
≪ 𝑘2𝐸(�⃗�) (31)

Комплексная амплитуда удовлетворяет параксиальному уравнению Гельмголь
ца: (︂

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2

)︂
𝐸(�⃗�)− 2𝑖𝑘

𝜕𝐸(�⃗�)

𝜕𝑧
= 0 (32)
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Одним из простейших решения параксиального уравнения Гельмгольца явля
ется Гауссов пучок, комплексная амплитуда которого задаётся выражением:

𝐸Gauss(�⃗�) =
𝐴0𝑊0

𝑊 (𝑧)
exp

[︀
− (𝑥2 + 𝑦2)

2𝑊 2(𝑧)

]︀
×

× exp
[︀
− 𝑖𝑘𝑧 − 𝑖𝑘

(𝑥2 + 𝑦2)

2𝑅(𝑧)
+ 𝑖𝜁(𝑧)

]︀
, (33)

где 𝐴0- константа, 𝑊 (𝑧) = 𝑊0

√︀
1 + (𝑧/𝑧0)2 - зависимость ширины пучка от

𝑧, 𝑅(𝑧) = 𝑧
[︀
1 + (𝑧0/𝑧)

2
]︀

- интерпретируется как радиус кривизны волново
го фронта, 𝜁(𝑧) = arctan(𝑧/𝑧0) - запаздывание фазы по сравнению с плоской
волной( фаза Гюи), 𝑊0 =

√︀
𝜆𝑧0/𝜋 - радиус перетяжки (при 𝑧 = 0). Гауссов

пучок является далеко не единственным возможным решением уравнения (32).
Существуют решения параксиального уравнения Гельмгольца, которые имеют
негауссово распределение интенсивности, например пучки Эрмита - Гаусса, об
разующие полный набор решений уравнения(32):

𝐸HG(�⃗�) = 𝐴𝑙,𝑚
𝑊0

𝑊 (𝑧)
ℋ𝒢𝑙(

√
2𝑥

𝑊 (𝑧)
)ℋ𝒢𝑚(

√
2𝑦

𝑊 (𝑧)
)

exp
[︀
− 𝑖𝑘𝑧 − 𝑖𝑘

𝑥2 + 𝑦2

2𝑅(𝑧)
+ 𝑖(𝑙 +𝑚+ 1)𝜁(𝑧)

]︀
(34)

где обозначено: ℋ𝒢𝑙(𝑢) = ℋ𝑙(𝑢)𝑒
−𝑢2/2, ℋ𝑙 - полиномы Эрмита, 𝐴𝑙,𝑚 - постоянная,

𝑙,𝑚 = 0,1,2, . . . Используя цилиндрические координаты (𝜌,𝜑,𝑧) можно перейти
к другому полному набору решений параксиального уравнения Гельмгольца
- модам (пучкам) Лагерра-Гаусса, которые как уже было отмечено обладают
рядом интересных свойств. В частности данные пучки обладают орбитальным
угловым моментом [94—98]:

𝐸LG(�⃗�) = 𝐴𝑙,𝑚

(︂
𝑊0

𝑊 (𝑧)

)︂
exp

[︀
− 𝜌2

2𝑊 2(𝑧)

]︀(︂ 𝜌

𝑊 (𝑧)

)︂𝑙

ℒ𝑙
𝑚

[︀ 2𝜌2

𝑊 2(𝑧)

]︀
exp

[︀
− 𝑖𝑘𝑧 − 𝑖𝑘

𝜌2

2𝑅(𝑧)
− 𝑖𝑙𝜑+ 𝑖(𝑙 + 2𝑚+ 1)𝜁(𝑧)

]︀
, (35)

где ℒ𝑙
𝑚 - обозначение для обобщённых полиномов Лагерра. Расчёты других

структур (включая векторную структуру) и ряд интересных особенностей
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пучков (таких как слабая дифракция) можно изучить в работах [99—103].

Приведённые выше выражения для пучков позволяют задавать простран
ственную конфигурацию ЭМИ. Так как ЭМИ имеют конечную длительность, то
один из наиболее удобных способов описания ЭМИ основан на методах Фурье
оптики [93]. Основная суть подхода заключается в рассмотрении суперпозиции
монохроматических компонент формирующих ЭМИ (в вакууме), где зависящая
от времени компонента напряженности поля 𝐸𝜎(�⃗�,𝑡) представима в виде:

𝐸𝜎 (�⃗�,𝜔) =

∫︁
𝐸𝜎 (�⃗�,𝑡) 𝑒

𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 (36)

Если поле задано в некоторой плоскости 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡1, то поле в другой плоскости
𝑧 = 𝑧2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡2 определяется с помощью преобразования:

𝐸𝜎(𝑥,𝑦,𝜔)|𝑧=𝑧2 =

∫︁ ∫︁
ℎ(𝑥,𝑥′,𝑦,𝑦′)𝐸𝜎(𝑥

′,𝑦′,𝜔)|𝑧=𝑧1𝑑𝑥
′𝑑𝑦′, (37)

здесь ℎ(𝑥,𝑥′,𝑦,𝑦′) - функция отклика на импульсное воздействие. Обратное пре
образование Фурье (для произвольной координаты 𝑧) совместно с уравнениями
Максвелла позволяют восстановить поле во всём полупространстве 𝑧 > 𝑧1. При
менение методов Фурье-оптики лежит в основе расчётов ЛИМ структурирован
ных импульсов света и продемонстрировано в Главе 2 диссертации. Особенности
и методы детектирования ЭМИ можно найти например в работах [104—110].

Целью данной работы является теоретическое изучение фундаменталь
ной характеристики импульсов электромагнитного излучения - Лоренц-инвари
антной массы, а также скорости распространения электромагнитных импульсов
на основе физического смысла Лоренц-инвариантной массы. Были поставлены
и решены следующие задачи:

1. Расчёт Лоренц-инвариантной массы и средней скорости распростране
ния электромагнитного импульса излучения, описываемого с помощью
многомодовых когерентных состояний, где в качестве модели был вы
бран Гауссов импульс.

2. Обобщение расчётов Лоренц-инвариантной массы и средней скорости
распространения применительно к классическим импульсам с произ
вольной пространственно-временной конфигурацией.
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3. Нахождение Лоренц-инвариантной массы бифотонов, образующихся в
процессе СПРС, и установление соответствия между Лоренц-инвари
антной массой и параметром степени перепутывания (параметр Шмид
та) состояния фотонов.

4. Исследование квантовой интерференции фотонов, рождённых в про
цессе спонтанного параметрического рассеяния света с синхронизмом
типа 1, для различных режимов с частотной невырожденностью, некол
линеарностью и нетривиальной угловой селекцией бифотонов в схеме
эксперимента Хонга-Оу-Манделя.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Импульсы классического электромагнитного поля в вакууме, локализо

ванные в пространстве и времени, могут рассматриваться как реляти
вистские объекты, интегральными характеристиками которых являют
ся полная энергия ℰ , полный импульс 𝑝 и Лоренц-инвариантная масса
𝑚, а также определяемая ими средняя скорость распространения | ⟨�⃗�⟩ |,
меньшая чем скорость света в вакууме 𝑐.

2. Структурирование световых импульсов существенно влияет на их Ло
ренц-инвариантную массу и среднюю скорость распространения.

3. Понятие Лоренц-инвариантной массы применимо к квантовым состоя
ниям электромагнитного поля, в частности, образующимся в процессе
спонтанного параметрического рассеяния света.

4. Существуют режимы спонтанного параметрического рассеяния, в кото
рых Лоренц-инвариантная масса𝑚 (в расчете на одну пару излучаемых
фотонов) оказывается прямо пропорциональной параметру Шмидта 𝐾
степени перепутывания фотонов: 𝑚 ∝ 𝐾.

5. Свойства квантовой интерференции бифотонов в процессе спонтанно
го параметрического рассеяния управляются параметрами частотной
невырожденности и угловой неколлинеарности.

Научная новизна:
1. Впервые понятие Лоренц-инвариантной массы было последовательно

и непротиворечиво применено к импульсам электромагнитного излуче
ния.
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2. Впервые рассчитана средняя скорость распространения импульсов раз
личных пространственных и временных конфигураций, определяемая
их Лоренц-инвариантной массой.

3. В случае коллинеарного частотно-вырожденного спонтанного парамет
рического рассеяния впервые установлена взаимосвязь между мерой
углового перепутывания фотонов с их Лоренц-инвариантной массой.

4. Впервые теоретически описана модификация эффекта Хонга-Оу-Ман
деля, возникающая в неколлинеарном частотно-невырожденном режи
ме спонтанного параметрического рассеяния при четырех-щелевой уг
ловой селекции фотонов. Показано, что в этих условиях вместо кривой
сигнала совпадений с единственным провалом возникает структура ти
па временной гребенки с многими осцилляциями в зависимости от вре
мени задержки в одном из каналов распространения фотонов.

Научная и практическая значимость Результаты, полученные в дан
ной работе, представляют собой фундаментальный интерес, так как Лоренц
инвариантная масса является ещё одной фундаментальной характеристикой
электромагнитных импульсов и квантовых состояний электромагнитного поля.
Скорость локализованного в пространстве импульса, определяемая на основе
физического смысла Лоренц-инвариантной массы, характеризует его как целое
и всегда меньше скорости света. Полученные результаты могут быть полезны
в области сверхточных измерений с использованием локализованных и струк
турированных импульсов света, а также квантовых состояний бифотонов.

Апробация работы. Результаты исследования были представлены на 5
конференциях:

1. CEWQO 2016 - 23th Central European Workshop on Quantum Optics, 27
June to 1 July 2016, Orthodox Academy of Crete, in Kolymbari, Crete,
Greece.

2. LPHYS’16, 25th Annual Interantional Laser Physics Workshop, Yerevan,
Armenia, July 11-15, 2016

3. MIPT (PhysTech)-QUANT - 2018, Dolgoprudny, international conference
on quantum technologies, September 9-15, 2018, Dolgoprudny, Russia.

4. 59-я научная конференция МФТИ, 21 - 26 ноября 2016 г., Долгопруд
ный, Россия.
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5. International Conference "Mathematical Physics, Dynamical Systems and
Infinite-Dimensional Analysis"17-21 June 2019, Moscow Institute of Physics
and Technology

Личный вклад. Все результаты были получены автором лично или при
его непосредственном участии. Работа над компоновкой, структурой и написа
нием статей велась совместно с коллегами. При создании публикаций, автор
внёс существенный вклад в их написание. Структура и содержание данной ра
боты демонстрируют личный вклад автора в исследование и в опубликованные
результаты.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 5
авторских публикациях , опубликованных в журналах, индексируемых Web of
Science

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четы
рёх глав и списка цитируемой литературы. Полный объём диссертации состав
ляет 125 страниц с 36 рисунками и 1 таблицей. Список литературы содержит
128 наименований.
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Глава 1. Лоренц-инвариантная масса и эффект замедления на
примере Гауссова электромагнитного импульса.

В данной главе понятие Лоренц-инвариантной массы применяется к Гаус
совым ЭМИ. Рассматривается эффект замедления Гауссова ЭМИ в вакууме,
основанный на физическом смысле ЛИМ.
В первой части ЭМИ описывается как совокупность большого числа фотонов с
помощью многомодовых когерентных состояний, высчитываются его основные
динамические характеристики - средняя энергия, импульс и ЛИМ. Использова
ние многомодовых состояний позволяет описывать поле как волновой пакет, что
соответствует с идеям работы [75]. Во второй части рассматривается классиче
ская модель ЭМИ. В третьей части приводится сопоставление квантовомехани
ческого и классического описания ЭМИ, приводится аналитическое выражение
для ЛИМ в дальней волновой зоне ЭМИ, а также обсуждается концепция ин
вариантной плотности массы поля. В четвёртой части подробно обсуждается
эффект замедления. Показано, что средняя скорость распространения ЭМИ
меньше скорости света в вакууме, что напрямую связано с наличием ЛИМ.
Обсуждаются возможные эксперименты.

1.1 Многомодовые когерентные состояния

Многомодовые когерентные состояния [111] поля наиболее близко подхо
дят для описания классических ЭМИ. Заметим, что не взаимодействующий с
внешним окружением ЭМИ в вакууме представляет собой изолированную си
стему. Таким образом, состояние поля задаётся в виде:

|Ψ⟩ =
∏︁
�⃗�, 𝜎

𝑒−
|𝛼

�⃗�, 𝜎
|2

2

∑︁
𝑛�⃗�, 𝜎

(𝛼�⃗�, 𝜎𝑎
†
�⃗�, 𝜎

)𝑛�⃗�, 𝜎

𝑛�⃗�, 𝜎!
|vac⟩ , (1.1)

где |vac⟩ - вакуумное состояние, |𝛼�⃗�,𝜎|
2 - среднее число фотонов в моде, характе

ризуемое волновым вектором �⃗� и поляризацией 𝜎, 𝑎†
�⃗�,𝜎
𝑎�⃗�,𝜎 - операторы рожде

ния и уничтожения фотона в соответствующей моде. С точки зрения квантовой
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механики, ЭМИ состоит из совокупности фотонов, которые заполняют различ
ные моды (�⃗�,𝜎). Так как состояние (1.1) удовлетворяет условию нормировки
⟨𝜓|𝜓⟩ = 1, можно рассчитать среднее от любых операторов, представимых как
функции от операторов рождения или уничтожения.

⟨𝑁⟩ = ⟨Ψ|
∑︁
�⃗�,𝜎

𝑎†
�⃗�,𝜎
𝑎�⃗�,𝜎 |Ψ⟩ =

∑︁
�⃗�,𝜎

|𝛼�⃗�,𝜎|
2 (1.2)

Полное число частиц в данном случае представляет собой инвариант по от
ношению к преобразованию Лоренца. Следуя выводу, предложенному в [112],
данное утверждение можно доказать с помощью следующего рассуждения. Для
простоты рассмотри одну моду поля, характеризуемую определённым 4 - вол
новым вектором 𝑘𝑖, 𝑘𝑖𝑘𝑖 = 0. В релятивистском случае 4-вектор потенциала
обязан удовлетворять калибровочному условию в форме Лоренца.

𝜕𝒜𝑖/𝜕𝑥𝑖 = 0 (1.3)

В общем случае 4-вектор потенциал поля 𝒜𝑖 имеет не нулевую 𝒜0 компонен
ту. Даже если в некоторой ИСО эта компонента и была равна нулю, то при
переходе в другую ИСО посредством преобразований Лоренца компонента 𝒜0

задаётся как функция 𝒜𝑖

Рассмотрение квантование электромагнитного поля в рамках специальной тео
рии относительности и выполнением требований калибровочной инвариантно
сти может быть описано в рамках формализма Гупта - Блейлера [113; 114]
(ковариантное описание). Приведённый здесь вывод значительно упрощен для
наглядности. В данном случае удобно задать операторы рождения и уничтоже
ния следующим образом:

𝑎𝑖(�⃗�) =
3∑︁

𝑗=0

𝜖
(𝑗)
𝑖 (�⃗�)𝑎(𝑗)(�⃗�)

𝑎†𝑖(�⃗�) =
3∑︁

𝑗=0

𝜖
(𝑗)
𝑖 (�⃗�)𝑎(𝑗)†(�⃗�) (1.4)

где 𝑎(𝑗)†(�⃗�) - оператор рождения фотона в моде �⃗� и введён поляризационный ба
зис в 4-ёх мерном пространстве 𝜖(𝑗)𝑖 , 𝑗 = 0,1,2,3. Для дальнейших рассуждений
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наиболее важен факт того, что в следствии требования калибровочной инвари
антности вклад в полную энергию дают только поперечные фотоны. Предпола
гается, что для каждого физически реализуемого состояния электромагнитного
поля |Ψ⟩ имеет место условие [112—114]:

𝑘𝑖𝑎𝑖(�⃗�) |Ψ⟩ = 0, (1.5)

где 𝑎𝑖(�⃗�) - оператор уничтожения фотона в моде с �⃗�. Операторы рождения и
уничтожения (1.4) при однородном преобразовании Лоренца (ℒ) преобразуют
ся:

𝑎𝑖′(𝑘
𝑝′) = 𝑈(ℒ)𝑎𝑖𝑈(ℒ)† = ℒ𝑗

𝑖𝑎𝑗(ℒ
𝑝′

𝑟 𝑘
𝑟)

𝑎†𝑖′(𝑘
𝑝′) = 𝑈(ℒ)𝑎𝑖†𝑈(ℒ)† = ℒ𝑗

𝑖𝑎
†
𝑗(ℒ

𝑝′

𝑟 𝑘
𝑟), (1.6)

где 𝑈(ℒ) - унитарный оператор, задающий представление однородной группы
Лоренца, вектор �⃗� - формально заменяется на 4-вектор 𝑘𝑝, так как при пре
образованиях Лоренца изменяется как его направление так и его модуль, но
всегда имеет место 𝑘𝑝𝑘𝑝 = 𝜔2

�⃗�
−𝑐2�⃗�2 = 0, что также следует из Уравнений Макс

велла для электромагнитного поля в вакууме. Релятивистскую инвариантность
удобно доказывать в представлении Гейзенберга, в котором состояние не зави
сит от времени. Подразумевается, что 𝑈(ℒ) |vac⟩ = |vac⟩ - вакуумное состояние
Лоренц-инвариантно. Следующая цепочка равенств демонстрирует преобразо
вание Лоренца для состояния фотона в определённой моде с фиксированными
�⃗� и некоторой поляризацией 𝜖𝑖. Используя (1.6), получаем соотношение:

|1𝑘′,𝜖′⟩ = 𝑎𝑖′(𝑘
𝑖′)† |vac⟩ = 𝑈(ℒ)𝑎†𝑖𝑈(ℒ)

† |vac⟩ = 𝑈(ℒ) |1𝑘,𝜖⟩ . (1.7)

Рассуждение, приведённое выше, очевидным образом обещается на многомодо
вый случай. Оператор числа частиц в новой системе отсчёта можно записать в
стандартной форме 𝑁 ′ =

∑︀
𝑖′ 𝑎𝑖′(𝑘

𝑝′)†𝑎𝑖′(𝑘
𝑝′) = 𝑈(ℒ)�̂�𝑈(ℒ)†. Формально индекс

трёхмерной поляризации 𝜎 заменяется на 𝑖 - индекс 4-ёх мерной поляризации.
Такая замена уместна, так как продольные фотоны не дают вклада в энергию
или наблюдаемое число частиц, как уже упоминалось выше. Как следует из
(1.7) состояние (1.1) преобразуется как |Ψ′⟩ = 𝑈(ℒ) |Ψ⟩ при преобразованиях
Лоренца. Следующая цепочка равенств, доказывает, что среднее число фото
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нов, описываемых чистым состоянием свободного поля в вакууме, инвариантно
по отношению к преобразованию Лоренца:

⟨𝑁 ′⟩ = ⟨Ψ′|𝑁 ′Ψ′⟩ = ⟨Ψ|𝑈(ℒ)†𝑈(ℒ)�̂�𝑈(ℒ)†𝑈(ℒ)Ψ⟩ = ⟨𝑁⟩ , (1.8)

где было использовано условие 𝑈(ℒ)𝑈(ℒ)† = 1 унитарности оператора 𝑈(ℒ)
С помощью многомодовых когерентных состояний, можно рассчитать среднюю
энергию и импульс согласно выражениям:

⟨𝜀⟩ =
∑︁
�⃗� 𝜎

~𝜔𝑘 ⟨Ψ|𝑎†
�⃗�,𝜎
𝑎�⃗�, 𝜎|Ψ⟩ =

∑︁
�⃗�, 𝜎

~𝜔𝑘|𝛼�⃗�, 𝜎|
2, (1.9)

⟨𝑝 ⟩ =
∑︁
�⃗� 𝜎

~�⃗� ⟨Ψ|𝑎†
�⃗�,𝜎
𝑎�⃗�, 𝜎|Ψ⟩ =

∑︁
�⃗�, 𝜎

~�⃗� |𝛼�⃗�, 𝜎|
2, (1.10)

где 𝜔𝑘 = 𝑐|⃗𝑘 |. Таким образом, после подстановки полученных выражений для
средней энергии и импульса в универсальную формулу для массы (6), ЛИМ
имеет вид:

𝑚2𝑐4 = ⟨𝜀⟩2 − 𝑐2 ⟨𝑝 ⟩2 = ~2𝑐2
∑︁
�⃗�,⃗𝑘′

(︁
𝑘𝑖𝑘′𝑖

)︁∑︁
𝜎,𝜎′

|𝛼�⃗�, 𝜎|
2|𝛼�⃗�′, 𝜎′|2, (1.11)

где 𝑘𝑖 =
(︁
𝜔�⃗�

𝑐 ,⃗𝑘
)︁
. Так как величины

(︁
𝑘𝑖𝑘′𝑖

)︁
, |𝛼�⃗�, 𝜎|

2 и |𝛼�⃗�′, 𝜎′|2 - Лоренц-инвари
антны, то таковой является и ЛИМ выраженная через них. В следствии того,
что

(︁
𝑘𝑖𝑘𝑖

)︁
= 0 все диагональные слагаемые в (1.11) уничтожаются, в то время

как недиагональные слагаемые
(︁
𝑘𝑖𝑘′𝑖

)︁
определяют ненулевую Лоренц-инвари

антную массу, соответствующую состоянию |Ψ⟩.
Напряжённость электрического поля определяется как среднее от соответству
ющего оператора ⟨Ψ|�̂�𝜎|Ψ⟩

�̂�𝜎 = 𝑖
∑︁
�⃗�

√︂
2𝜋~𝜔𝑘

𝑉

[︁
𝑎�⃗�, 𝜎𝑒

𝑖(�⃗��⃗�−𝜔𝑘𝑡) − 𝑎†
�⃗�, 𝜎
𝑒−𝑖(�⃗��⃗�−𝜔𝑘𝑡)

]︁
, (1.12)

в итоге получаем:

⟨𝐸⟩𝜎 (�⃗�,𝑡) = 𝑖
∑︁
�⃗�

√︂
2𝜋~𝜔𝑘

𝑉
|𝛼�⃗�, 𝜎|

[︁
𝑒𝑖(�⃗��⃗�−𝜔𝑘𝑡+𝜙�⃗�, 𝜎) − 𝑒−𝑖(�⃗��⃗�−𝜔𝑘𝑡+𝜙�⃗�, 𝜎)

]︁
, (1.13)
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здесь 𝜙�⃗�, 𝜎 - фаза комплексного числа 𝛼�⃗�, 𝜎.
Переход от дискретного суммирования по �⃗� в выражениях (1.9), (1.10) и (1.13)
к интегрированию по непрерывным переменным производится с помощью из
вестного соотношения: ∑︁

𝑘

−→ 𝑉

(2𝜋)3

∫︁
𝑑�⃗�, (1.14)

где 𝑉 - нормировочный объём.

⟨𝑁⟩ =
∑︁
�⃗�,𝜎

|𝛼�⃗�,𝜎|
2 =

𝑉

(2𝜋)3

∫︁
𝑑�⃗� |𝛼�⃗�, 𝜎|

2.

⟨𝜀⟩ =
∑︁
𝜎

𝑉

(2𝜋)3

∫︁
𝑑�⃗� ~𝜔𝑘 |𝛼�⃗�, 𝜎|

2

⟨𝑝 ⟩ =
∑︁
𝜎

𝑉

(2𝜋)3

∫︁
𝑑�⃗� ~�⃗� |𝛼�⃗�, 𝜎|

2,

⟨𝐸⟩𝜎 (�⃗�,𝑡) =
1

23/2𝜋5/2

∫︁
𝑑�⃗�
√︀
𝑉 ~𝜔𝑘 |𝛼�⃗�, 𝜎| sin(𝜔𝑘𝑡− �⃗��⃗� − 𝜙�⃗�, 𝜎). (1.15)

Следующий шаг состоит в том, чтобы сравнить Фурье разложение среднего
значения поля ЭМИ, полученного в рамках квантовой оптики, с классическим
Фурье разложением этого поля.

1.2 Классическая модель электромагнитного импульса.

В данном разделе рассматривается классическая модель ЭМИ, которая по
лучена на основе Гауссова пучка. Как было отмечено во введении, Гауссов пучок
является одним из простейших решений параксиального уравнения Гельмголь
ца. Чтобы задать ЭМИ, рассмотрим граничную задачу. Пусть в плоскости 𝑧 = 0

пространственная часть напряжённости поля задана в виде Гауссова пучка как
функция от (𝑥,𝑦). Предполагается, что ЭМИ имеет конечную длительность (ло
кализован во времени), временная огибающая также имеет вид Гаусс-функции.
Напряженность электрического поля ЭМИ задана в следующей форме:

𝐸𝜎(�⃗�⊥,𝑡)|𝑧=0 = 𝐸(0)
𝜎 (�⃗�⊥) sin(𝜔0𝑡) 𝑒

−𝑡2/2𝜏2, (1.16)
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где 𝜏 - длительность ЭМИ, 𝜔0 - несущая частота. Цель - по данным граничным
условиям определить поле во всём полупространстве 𝑧 > 0. Для простоты на
данном этапе пространственная часть амплитуды поля 𝐸𝜎(�⃗�⊥,𝑡)|𝑧=0 задаётся в
общем виде как функция поперечных координат �⃗�⊥. В дальнейшем она будет
заменена на Гаусс-функцию, которая совпадает с выражением для Гауссова
пучка в плоскости 𝑧 = 0. Компонента поля 𝐸𝜎(�⃗�⊥,𝑡)|𝑧=0 - представляет собой
действительную функцию. Рассмотрим, разложение Фурье (1.16) относительно
временной 𝑡 и пространственной �⃗�⊥ переменных

𝐸𝜎(�⃗�⊥,𝑡)|𝑧=0 =
𝑖𝜏

2(2𝜋)3/2

∫︁
𝑑�⃗�⊥𝑑𝜔 𝑒

𝑖�⃗�⊥·�⃗�⊥−𝑖𝜔𝑡 ̃︀𝐸(0)
𝜎 (�⃗�⊥)

×
[︁
𝑒−(𝜔+𝜔0)

2𝜏2/2 − 𝑒−(𝜔−𝜔0)
2𝜏2/2

]︁
, (1.17)

где ̃︀𝐸(0)
𝜎 (�⃗�⊥) - Фурье образ в 𝑧 = 0 пространственной части 𝐸(0)

𝜎0 (�⃗�⊥), зависящей
от поперечных координат

̃︀𝐸(0)
𝜎 (�⃗�⊥) =

1

2𝜋

∫︁
𝑑�⃗�⊥𝑒

−𝑖�⃗�⊥·�⃗�⊥𝐸(0)
𝜎 (�⃗�⊥). (1.18)

Электрическое поле - действительная функция, поэтому Фурье образ ̃︀𝐸(0)
𝜎 (�⃗�⊥)

должен удовлетворять условию ̃︀𝐸(0)
𝜎 (−�⃗�⊥) =

[︁ ̃︀𝐸(0)
𝜎 (�⃗�⊥)

]︁*
, где символ (*) обозна

чает комплексное сопряжение. Меняя знак переменной интегрирования 𝜔 в ин
теграле (1.17) содержащее первое слагаемое в квадратных скобках- 𝑒−(𝜔+𝜔0)

2𝜏2/2,
можно свести интегрирование по 𝜔 к более удобной форме∫︁

𝑑𝜔 𝑒−(𝜔−𝜔0)
2𝜏2/2

[︀
𝑒𝑖𝜔𝑡 − 𝑒−𝑖𝜔𝑡

]︀
. (1.19)

Совершая простую подстановку 𝜔𝑡 → 𝜔𝑡 − 𝑘𝑧𝑧, где 𝑘𝑧 =
√︁

𝜔2

𝑐2 − �⃗�
2

⊥, получаем
распределение поля во всём полупространстве 𝑧 > 0:

𝐸𝜎(�⃗�⊥,𝑡,𝑧) = 𝑖
𝜏

2(2𝜋)3/2

∫︁
𝑑�⃗�⊥

∫︁
𝑑𝜔 𝑒𝑖�⃗�⊥·�⃗�⊥ ̃︀𝐸(0)

𝜎 (�⃗�⊥)

×𝑒−
(𝜔−𝜔0)

2𝜏2

2

[︁
𝑒−𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧) − 𝑒+𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑧𝑧)

]︁
. (1.20)

Наконец, интегрирование по 𝜔 можно заменить на интегрирование по 𝑘𝑧, ис
пользуя правило замены переменных в интеграле

∫︀
𝑑𝜔 =

∫︀
𝑑𝑘𝑧

𝑐2𝑘𝑧
𝜔𝑘

, где 𝜔𝑘 =
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𝑐𝑘 = 𝑐
√︁
𝑘2𝑧 + �⃗�2⊥. Выполнив данные преобразования, выражение для напряжен

ности электрического поля принимает форму:

𝐸𝜎(�⃗�,𝑡) =
𝜏

(2𝜋)3/2

∫︁
𝑑�⃗�
⃒⃒⃒ ̃︀𝐸(0)

𝜎 (�⃗�⊥)
⃒⃒⃒ 𝑐2𝑘𝑧
𝜔𝑘

𝑒−(𝜔𝑘−𝜔0)
2𝜏2/2

× sin
[︁
𝜔𝑘𝑡− �⃗��⃗� − 𝜙𝜎(�⃗�⊥)

]︁
, (1.21)

где 𝜙𝜎(�⃗�⊥) - обозначение для фазы Фурье образа ̃︀𝐸(0)
𝜎 (�⃗�⊥) полученного, в форму

ле (1.18). Заметим, что выражение (1.21) представляет частный случай общего
правила [47] для нахождения поля 𝐸(�⃗�,𝑡) произвольной конфигурации в виде
собственных функций, удовлетворяющих уравнениям Максвелла.

𝐸(�⃗�,𝑡) =
1

(2𝜋)3/2

∫︁
𝑑�⃗�
[︁ ̃︀𝐸�⃗� 𝑒

𝑖(�⃗��⃗�−𝜔𝑡) + ̃︀𝐸*
�⃗�
𝑒−𝑖(�⃗��⃗�−𝜔𝑡)

]︁
, (1.22)

где ̃︀𝐸�⃗� 𝑒
−𝑖𝜔𝑘𝑡 + ̃︀𝐸*

−�⃗�
𝑒𝑖𝜔𝑘𝑡 =

1

(2𝜋)3/2

∫︁
𝑑�⃗� 𝐸(�⃗�,𝑡)𝑒−𝑖�⃗��⃗�. (1.23)

1.3 Сравнение классического и квантовомеханического описания
Гауссовго электромагнитного импульса. Расчёт

Лоренц-инвариантной массы.

Сравнивая выражение для напряжённости электрического поля, получен
ное в рамках квантовомеханического описания (1.15), с полученным в рамках
классического подхода (1.21) убеждаемся, что параметр 𝛼�⃗�, 𝜎 когерентного со
стояния напрямую связан с Фурье образом напряжённости электрического поля
ЭМИ. Заметим, что данное сравнение позволяет установить подобную взаимо
связь для ЭМИ с произвольной пространственной конфигурацией.

|𝛼�⃗�, 𝜎| =
𝜋𝜏√
𝑉 ~𝜔𝑘

| ̃︀𝐸(0)
𝜎 (�⃗�⊥)|

𝑐2|𝑘𝑧|
𝜔𝑘

𝑒−(𝜔𝑘−𝜔0)
2𝜏2/2, (1.24)

здесь учтено, что 𝜙�⃗�, 𝜎 = 𝜙𝜎(�⃗�⊥). Подставляя |𝛼�⃗�, 𝜎| из выражения (1.24) в полу
ченные КЭД формулы (1.15), мы получаем классические выражения для сред
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ней энергии:

⟨𝜀⟩ = (𝑐𝜏)2

8𝜋

∫︁
𝑑�⃗� | ̃︀𝐸(0)(�⃗�⊥)|2

(︁𝑐𝑘𝑧
𝜔𝑘

)︁2
𝑒−(𝜔𝑘−𝜔0)

2𝜏2 (1.25)

и импульса:

⟨𝑝 ⟩ = (𝑐𝜏)2

8𝜋

∫︁
𝑑�⃗� | ̃︀𝐸(0)(�⃗�⊥)|2

�⃗�

𝜔𝑘

(︁𝑐𝑘𝑧
𝜔𝑘

)︁2
𝑒−(𝜔𝑘−𝜔0)

2𝜏2. (1.26)

Заметим, что зависимость напряжённости электрического поля от индекса по
ляризации 𝜎 определяется проекциями векторов 𝑒𝜎 на 𝜎 - ось по которой направ
лен единичный вектор поляризации поля �⃗��⃗� (так как �⃗��⃗� ⊥ �⃗�). Когда квадрат
абсолютного значения Фурье амплитуды поля суммируется по 𝜎, он становится
равным единице: ∑︁

𝜎

|𝑒𝜎|2 ≡ |�⃗��⃗�|
2 = 1 (1.27)

Данная ремарка объясняет факт того, что суммирование по любой зависимости
от 𝜎 исчезает в (1.25), (1.26) и в формулах ниже.
Перепишем ЛИМ в следующем виде:

𝑚2𝑐4 =
(︁
⟨𝜀⟩+ |𝑐 ⟨𝑝 ⟩ |

)︁(︁
⟨𝜀⟩ − |𝑐 ⟨𝑝 ⟩ |

)︁
. (1.28)

На данном этапе полагаем, что распределение поля в плоскости 𝑧 = 0 имеет
Гауссов вид:

𝐸(0)(�⃗�⊥) = 𝐸0𝑒
−�⃗� 2

⊥/2𝑤
2

,̃︀𝐸(0)(�⃗�⊥) = 𝐸0𝑤
2𝑒−�⃗�2⊥𝑤

2/2, (1.29)

здесь 𝑤 - перетяжка ЭМИ в 𝑧 = 0. Ввиду аксиальной симметрии:

⟨𝑝𝑥⟩ = ⟨𝑝𝑦⟩ =

=
(𝑐𝜏)2

8𝜋

∫︁
𝑑�⃗� | ̃︀𝐸(0)(�⃗�⊥)|2

𝑘𝑥
𝜔𝑘

(︁𝑐𝑘𝑧
𝜔𝑘

)︁2
𝑒−(𝜔𝑘−𝜔0)

2𝜏2 =

=
(𝑐𝜏)2

8𝜋

∫︁
𝑑�⃗� | ̃︀𝐸(0)(�⃗�⊥)|2

𝑘𝑦
𝜔𝑘

(︁𝑐𝑘𝑧
𝜔𝑘

)︁2
𝑒−(𝜔𝑘−𝜔0)

2𝜏2 = 0 (1.30)
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Остаётся единственная компонента импульса не равная нулю ⟨𝑝𝑧⟩ ≠ 0. Соглас
но параксиальному приближению, предполагается, что поперечные размеры и
пространственная длина ЭМИ значительно больше длины волны (на несущей
частоте) :

𝑤, 𝑐𝜏 ≫ 𝜆 =
2𝜋𝑐

𝜔0
. (1.31)

В соответствии с этими условиями, экспоненциальный фактор в (1.25) и (1.26)
принимает вид:

𝑒−(𝜔𝑘−𝜔0)
2𝜏2 ≈ 𝑒−(𝑘𝑧−𝜔0/𝑐)

2(𝑐𝜏)2, (1.32)

слагаемое (𝑐𝑘𝑧/𝜔𝑘)
2 можно приблизительно положить равным единице, что да

ёт:

⟨𝜀⟩ ≈ 𝑐 ⟨𝑝𝑧⟩ =
𝐸2

0(𝑐𝜏)
2

8𝜋

∫︁
𝑑�⃗� 𝑒−�⃗�

2

⊥𝑤
2

𝑒−(𝑘𝑧−𝜔0/𝑐)
2(𝑐𝜏)2 =

√
𝜋𝑐𝜏𝑤2𝐸2

0

8
(1.33)

В свою очередь

⟨𝜀⟩+ 𝑐 ⟨𝑝𝑧⟩ ≈
√
𝜋𝑐𝜏𝑤2𝐸2

0

4
. (1.34)

Разница ⟨𝜀⟩ и 𝑐 ⟨𝑝𝑧⟩ в выражении для ЛИМ (1.28) весьма мала. Ненулевое вы
ражение возникает если рассматривать:

1− 𝑐𝑘𝑧
𝜔𝑘

≈ �⃗�
2

⊥
2(𝜔0/𝑐)2

(1.35)

Это даёт следующую оценку для разности ⟨𝜀⟩ - 𝑐 ⟨𝑝𝑧⟩:

⟨𝜀⟩ − 𝑐 ⟨𝑝𝑧⟩ =
𝐸2

0(𝑐𝜏)
2

16𝜋(𝜔0/𝑐)2

∫︁
𝑑�⃗� �⃗�

2

⊥𝑒
−�⃗�2⊥𝑤

2

𝑒−(𝑘𝑧−𝜔0/𝑐)
2(𝑐𝜏)2 =

√
𝜋𝑐𝜏𝐸2

0

16(𝜔0/𝑐)2
. (1.36)

Подставляя полученные выражения (1.34) и (1.36) в определение ЛИМ (1.28),
получаем окончательный результат:

𝑚 =

√
𝜋𝜏𝑤𝐸2

0

8𝜔0
=

1

16
√
𝜋

𝐸2
0𝜏𝑤𝜆

𝑐
. (1.37)

Формулу (1.37) полезно сравнить с формулой для средней энергии ⟨𝜀⟩ (1.33):

𝑚 =
⟨𝜀⟩
2𝜋𝑐2

𝜆

𝑤
≪ ⟨𝜀⟩

𝑐2
. (1.38)
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Приведём численные оценки, например, в случае следующих параметров ЭМИ:
средняя энергия 10 мДж (интенсивность 1010 Вт/см2, длительность - 1 пс),
размер перетяжки 𝑤 = 1 см и длина волны 𝜆 = 1 𝜇м. В этом случае масса
получается равной 𝑚 = 10−20 г. Для тех же параметров, оценка среднего числа
фотонов в ЭМИ имеет вид:

𝑁 =
⟨𝜀⟩
~𝜔0

≈ 1017. (1.39)

В терминах среднего числа фотонов 𝑁 , выражение для ЛИМ (1.37) принимает
следующую форму:

𝑚 =
𝑁~𝜔0

2𝜋𝑐2
𝜆

𝑤
. (1.40)

Данный результат аналогичен случаю, когда рассматриваются два пучка фо
тонов, где в каждом из пучков по 𝑁 коллинеарных фотонов, а угол между
направлениями распространения фотонов 𝜗.

𝑚𝑁+𝑁 =
2𝑁~𝜔
𝑐 2

sin𝜗. (1.41)

Аналогия переходит в соответствие если принять, что угол 𝜗 равен углу ди
фракционной расходимости в ЭМИ (пучке) с определённым коэффициентом
𝜗 = 𝜆/4𝜋𝑤 ≪ 1. Это означает, что модель совокупности (пучков) фотонов
представленная выше достаточно хорошо описывает на качественном уровне
особенности распространения классических пучков света. Ещё один заслужива
ющий внимания аспект связан с вариацией параметров ЭМИ и, как следствие,
ЛИМ. Например переход к бесконечно "широкому"пучку 𝑤 → ∞. Может по
казаться, что в пределе пучок должен перейти в плоскую волну, в которой все
фотоны коллинеарны и инвариантная масса стремится к нулю. В реальности,
ЛИМ зависит от того, какие величины меняются, а какие остаются неизмен
ными при стремлении 𝑤 → ∞. Если поперечный размер пучка 𝑤 растёт, но
при этом амплитуда напряжённости поля 𝐸0 и длительность ЭМИ постоянны
𝜏 , то в таком случае, в соответствии с формулой (1.37), ЛИМ 𝑚 стремится к
бесконечности:

𝑚|𝐸0=const. ∝ 𝑤 → ∞, при 𝑤 → ∞. (1.42)

Напротив,если 𝑤 растёт при фиксированном среднем числе фотонов𝑁 в объёме
ЭМИ (или, что тоже самое энергия ⟨𝜀⟩ зафиксирована), тогда из выражений
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(1.38) и (1.40) следует, что ЛИМ стремится к нулю:

𝑚|𝑁=const. ∝ 1/𝑤 → 0, 𝑤 → ∞. (1.43)

Тем не менее, существует большое количество промежуточных случаев, ко
гда 𝐸0 и 𝑁 варьируются совместно с изменением поперечного размера пучка
(ЭМИ), в таком случае ЛИМ 𝑚|𝑤→∞ может принять любое значение от 0 до
∞ в зависимости от того, как функции 𝐸0(𝑤) и 𝑁(𝑤) связаны с поперечным
размером пучка 𝑤.
ЛИМ является характеристикой ЭМИ как целого. Как упоминалось во введе
нии, наряду с ЛИМ существует другая инвариантная величина, которую можно
трактовать как плотность массы поля 𝜇, определяемая в выражении (30). В об
щем случае 𝜇 = 𝜇 (�⃗�,𝑡) - инвариантная характеристика поля определяемая в
каждой точке пространства и времени. В случае обыкновенной плоской вол
ны 𝜇 (�⃗�,𝑡) ≡ 0, что аналогично случаю фотонов с коллинеарными волновыми
векторами. Плотность массы 𝜇 = 0 также для плоских волн с коллинеарными
волновыми векторами, но произвольными частотами и поляризациями. Если
рассматриваются две плоские монохроматические волны с одинаковыми поля
ризациями �⃗�1‖�⃗�1‖𝑂𝑥, но с различными направлениями волновых векторов,
заданные в виде �⃗� = �⃗�0

1,2 cos
(︁
𝜔1,2 − �⃗�1,2�⃗�

)︁
, �⃗�1,2 ∈ (𝑦,𝑧), угол между волновыми

векторами �⃗�1 и �⃗�2 равен 𝜃 ∈
[︀
0,𝜋
]︀
, то

𝜇two waves =
|𝐸1𝐸2|
4𝜋𝑐2

sin

(︂
𝜃

2

)︂
=

=
|𝐸0

1𝐸
0
2 |

4𝜋𝑐2
| cos

(︁
𝜔1 − �⃗�1�⃗�

)︁
cos
(︁
𝜔2 − �⃗�2�⃗�

)︁
| sin

(︂
𝜃

2

)︂
(1.44)

Этот простейший случай при 𝜔1 = 𝜔2, аналогичен случаю двух фотонов с раз
личными волновыми векторами, но одинаковыми частотами. Плотность мас
сы классического электромагнитного поля является его локальной характери
стикой в четырёхмерном пространстве. Так как для обычной плоской волны
𝜇 (�⃗�,𝑡) ≡ 0 для любых (�⃗�,𝑡), то для произвольного поля можно трактовать ми
нимум 𝜇 (�⃗�,𝑡) ≥ 0 как меру отклонения волнового фронта поля от плоской
волны в точке (�⃗�,𝑡).
Несмотря на кажущиеся сходство с Лоренц-инвариантной массой, не существу
ет прямого соответствия между концепцией плотности массы и ЛИМ, так как
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в общем случае интеграл
∫︀
𝑉pulse

𝜇 (�⃗�,𝑡) 𝑑�⃗� ̸= 𝑚 не Лоренц-инвариантен и не сов
падает с ЛИМ.

1.4 Средняя скорость распространения, эффект замедления и
«система отсчёта покоя» электромагнитного импульса.

В главе 1 была введена средняя скорость совокупности частиц (12). Со
гласно физическому смыслу ЛИМ, если она равна нулю, то средняя скорость
распространения такой совокупности совпадает со скоростью света с вакууме.
Таким образом, не существует системы отсчёта, в которой бы данная совокуп
ность частиц как целое находится в состоянии покоя. Используя найденные
выше выражения для средней энергии, импульса (1.33) и симметрию распреде
ления Гаусса (в следствии которой ⟨𝑝𝑥⟩ = ⟨𝑝𝑦⟩ = 0) (1.30) и ЛИМ (1.37, 1.38),
рассчитывается средняя скорость распространения Гауссова ЭМИ в вакууме
согласно общей формуле (12):

𝑣 = 𝑐

(︃
1− ⟨𝜀⟩2 − 𝑐2 ⟨𝑝𝑧⟩2

⟨𝜀⟩ (⟨𝜀⟩+ 𝑐 ⟨𝑝𝑧⟩)

)︃
≈ 𝑐

(︂
1− 𝑚2𝑐4

2 ⟨𝜀⟩2

)︂
(1.45)

Эффект замедления, заключается в том, что полученная средняя скорость рас
пространения меньше скорости света в вакууме. Разность скорости света и сред
ней скорости распространения равна

𝑐− 𝑣 ≈ 𝑐
𝑚2𝑐4

2 ⟨𝜀⟩2
=

𝑐

8𝜋2
𝜆2

𝑤2
. (1.46)

Полученное выражение для скорости распространения, на основе ЛИМ полно
стью согласуется с выводами экспериментальной работы [21]. Более того, выра
жения (1.45) и (1.46) показывают, что отличие скорости распространения Гаус
сова ЭМИ определяется квадратом его ЛИМ. Это означает, что ЛИМ может
быть косвенно измерена в эксперименте путём измерения средней скорости рас
пространения ЭМИ. Далее, так как средняя скорость распространения 𝑣 (1.45)
меньше скорости света в вакууме, то ИСО, движущаяся с этой скоростью явля
ется системой отсчёта покоя ЭМИ. В данной ИСО полный импульс ЭМИ равен
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нулю и поступательное движение ЭМИ полностью отсутствует.

⟨𝑝𝑧⟩0 =
⟨𝑝𝑧⟩ − 𝑣 ⟨𝜀⟩ /𝑐2√︀

1− 𝑣2/𝑐2

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑣=𝑐2⟨𝑝𝑧⟩/⟨𝜀⟩

= 0, (1.47)

где индекс "0"обозначает ИСО покоя ЭМИ. В этой системе отсчёта "центр
масс"ЭМИ не движется, а единственное оставшееся движение связано с расплы
ванием ЭМИ. Расплывание ЭМИ может трактоваться как внутренне движение
в системы состоящей из фотонов, формирующего ЭМИ. Схематично, распреде
ление отдельных волновых векторов фотонов, формирующих ЭМИ изображено
на рисунке 1.1. Если в лабораторной ИСО ориентация волновых векторов опре

Рисунок 1.1 — Распределение волновых векторов (направлений
распространения фотонов), суперпозиция которых формирует импульс в

лабораторной системе отсчёта (a) и в системе отсчёта покоя (b).

деляется с помощью угла 𝜗 по отношению к оси 𝑧, то в ИСО покоя компоненты
волновых векторов задаются с помощью преобразования Лоренца:

𝑘𝑧 0(𝜗) = 𝛾(𝜔/𝑐)(cos𝜗− 𝑣/𝑐), 𝑘⊥ 0(𝜗) = (𝜔/𝑐) sin𝜗, (1.48)

где как и ранее релятивистский фактор 𝛾 =
[︀
1− 𝑣2/𝑐2

]︀−1/2 определяется че
рез среднюю скорость распространения. Сплошная линия в правой части (1.1)
составлена из концов волновых векторов исходящих из центра системы коор
динат и определяется через угол 𝜗. Как следует из формулы (1.48), в случае,
если 𝜗 = 0, то 𝑧 - компонента волнового вектора 𝑘𝑧 0 всегда положительна,
что фактически означает, что не существует ИСО движущейся вдоль оси 𝑧 где



35

направление волнового вектора 𝑘𝑧′ 0(𝜗 = 0) может быть повёрнуто назад (инвер
тировано, имеет отрицательную проекцию (компоненту) на ось 𝑧). Отрицатель
ные проекции 𝑘𝑧′ (𝜃) возможны только в случае достаточно больших значений
𝜗. В ИСО покоя сумма положительных и отрицательных 𝑧 - компонент вол
новых векторов компенсируют друг друга, так, чтобы имело место равенство∑︀
𝑘𝑧 0 = 0.

В ИСО покоя энергия ЭМИ ⟨𝜀⟩0 равна его ЛИМ умноженной на квадрат ско
рости света в вакууме.

⟨𝜀⟩0 = 𝑚𝑐2. (1.49)

В этом выражении заключается важный физический смысл ЛИМ как величи
ны определяющей внутреннюю энергию рассматриваемой физической системы
и не связанный с поступательным движением системы как целого. ЛИМ и энер
гия в системе покоя - эквивалентны и взаимозаменяемы. С другой стороны, на
практике очень сложно осуществить переход в систему покоя ЭМИ, в то время
как измерение средней скорости распространения ЭМИ осуществимо. Резуль
таты подобных измерений позволяют найти соответствующую энергию ЭМИ
в ИСО покоя, что, непосредственно следует из выражений (1.45) и (1.49). В
лабораторной ИСО инвариантная масса в 𝜆/𝑤 меньше энергии импульса делён
ного на 𝑐2 (1.38) или, другими словами, энергия импульса в ИСО покоя ЭМИ
значительно меньше энергии импульса в лабораторной ИСО

⟨𝜀⟩0 =
𝜆

2𝜋𝑤
⟨𝜀⟩𝑙𝑎𝑏 ≪ ⟨𝜀⟩𝑙𝑎𝑏 . (1.50)

Энергия ЭМИ минимальна в ИСО покоя по сравнению с его энергией в других
ИСО. Таким образом, основная энергия ЭМИ заключена в его поступательном
движении, в то время как энергия движения связанная с расплыванием состав
ляет лишь малую часть.
Прямое наблюдение эффекта замедления в случае Гауссовых ЭМИ затруднено,
так как величины ЛИМ (1.37), (1.38), (1.40) малы. Как следствие, мала разни
ца между скоростью распространения ЭМИ и скоростью света в вакууме 𝑐− 𝑣

(1.46). Тем не менее, эффект может быть значительно усилен с помощью фоку
сировки и дефокусировки ЭМИ. На рисунке 1.2 приводится схема возможного
эксперимента. Предполагается, что ЭМИ имеет достаточно большую перетяж
ку 𝑤 ∼ 1 см, что соответствует очень слабой дифракционной расходимости или
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Рисунок 1.2 — Предлагаемая схема эксперимента. (а) BS и KEP - обозначают
делитель пучка и призму в форме острия ножа, 𝛿𝑠 - расстояние между

замедляемым и не замедляемым импульсом, FDR - область фокусировки и
дефокусировки, 𝑧 - центральная ось распространения. (b) Импульс внутри
фокусирующей-дефокусирующей области: 𝐿 - две конфокальные линзы с
фокусом 𝑓 , 𝑤 - перетяжка импульса вне фокусирующей-дефокусирующей

области. (c) Путь 𝑠(𝑥) луча, падающего на линзу на расстоянии 𝑥 от
горизонтальной оси одинаков для всех 𝑥, 𝑠(𝑥) = const.

очень большой длине дифракции (длине Релея) 𝐿𝐷 ∼ 2𝜋𝑤2/𝜆 ∼ 104 см при
𝜆 = 1 𝜇м. Попадая на делитель пучка (BS), ЭМИ разделяется на две идентич
ные части, распространяющиеся с верхнем и нижнем каналах. ЭМИ в верхнем
канале распространяется не будучи подверженным изменениям, в то время как
ЭМИ в нижнем канале ЭМИ проходит через регион последовательной фоку
сировки и дефокусировки с помощью системы двух конфокальных линз. Оче
видно, что система линз увеличивает оптический путь ЭМИ, по сравнению с
ЭМИ распространяющимся в свободном пространстве. Если считать линзы тон
кими, то удлинение оптического пути лучей формирующих ЭМИ можно легко
рассчитать. Пусть 𝑠(𝑥) - оптический путь луча падающего на первую линзу на
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рис. (1.2) на расстоянии 𝑥 от горизонтальной оси, тогда можно считать, что
𝑠(𝑥) не зависит от 𝑥, 𝑠(𝑥) ≡ 𝑠 [115]. Эквивалентность путей для всех лучей,
проходящих через линзу, можно объяснить двумя причинами. Первая связана
с прохождением через тело линзы, с показателем преломления 𝑛 > 1, что при
водит к замедлению скорости распространения для каждого отдельного луча
согласно 𝑐 → 𝑐/𝑛. Вторая причина заключается в том, что для каждого луча
меняется направление распространения в результате преломления на выходе из
линзы. Суммарный вклад этих очевидных особенностей распространения при
водит к тому, что оптический путь не зависит от 𝑥. Таким образом, увеличение
пути, пройденного лучами до фокуса, можно сравнить со случаем свободного
распространения 𝑓 :

Δ𝑠 = 𝑠(𝑥)− 𝑓 = (𝑛− 1)𝑑(𝑥) +
𝑥2

2𝑓
≡ (𝑛− 1)𝑑(0) ≡, 𝑥

2
0

2𝑓
(1.51)

здесь 𝑑(𝑥) - функция толщины линзы от высоты 𝑥 относительно оси распро
странения, 𝑑(0) ≡ 𝑑 - толщина на оси, 𝑥0 - радиус линзы (полная высота), 𝑓
- фокусное расстояние. В случае параболической поверхности линзы, все эти
параметры связаны между собой с помощью уравнения:

𝑑(𝑥) = 𝑑

(︂
1− 𝑥2

𝑥20

)︂
, 𝑓 =

𝑥20
2𝑑(𝑛− 1)

(1.52)

Последняя формула следует напрямую из выражений (27.9) и (27.11) книги
Фейнмана [115]. Подставляя (1.52) в выражение (1.51) становится ясно, что уве
личение оптического пути Δ𝑠(𝑥) одинаково для всех 𝑥, Δ𝑠(𝑥) = const. ≡ Δs.
Другими словами, оптические пути всех лучей формирующих ЭМИ до фокуса
падающий на линзу при различных 𝑥 одинаковы. Как было отмечено выше,
член (𝑛 − 1)𝑑(𝑥) в первой части (1.51) связан с распространением лучей в те
ле линзы, а возникновение члена 𝑥2/2𝑓 можно интерпретировать в результате
реструктуризации (перестройка направления лучей) ЭМИ (пучка). Оба этих
слагаемых одинаково важны. Слагаемое, связанное с распространением внутри
тела линзы, даёт преимущественный вклад для лучей проходящих близко к оси
распространения, в то время как слагаемое возникающее в результате реструк
туризации преобладает для его частей на периферии. Объединённые вместе, оба
этих механизма приводят к одинаковому удлинению оптических путей для всех
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частей ЭМИ: центральных и на периферии. В итоге это обеспечивает неиска
жённое распространение ЭМИ через фокус, без изменения формы (структуры)
ЭМИ. Если перетяжка ЭМИ 𝑤 близка к радиусу линзы 𝑤 ≈ 𝑥0, результирую
щее выражение во второй части формулы (1.51) принимает вид Δ𝑠 ≈ 𝑤2/2𝑓 .
На расстоянии, соответствующем удвоенному фокусному расстоянию линз на
рис. (1.2), эффективный оптический путь удваивается. Расстояние 2Δ𝑠 это то
расстояние, которое будет на выходе установки, как показано на рис. (1.2), меж
ду ЭМИ идущим по верхнему каналу и импульсу прошедшему с задержкой в
нижнем канале. Задержка в нижнем канале непосредственно связана с эффек
том замедления, который возникает в результате эффекта замедления вызван
ного реструктуризацией ЭМИ. Так как реструктуризация ЭМИ - одна из двух
внутренних причин описанной задержки, наблюдение двух хорошо различимых
импульсов в предложенной схеме может быть рассмотрено как прямая демон
страция того, что реструктуризация может привести к эффекту замедления
светового импульса. Из выражения (1.51) для удлинения оптического пути сра
зу следует выражение для средней скорости распространения ЭМИ в области
фокусировки-дефокусировки.

𝑣 = 𝑐

(︂
1− 𝑤2

2𝑓 2

)︂
. (1.53)

Данный результат совпадает с выражением (1.46) если сделать замену 𝜆/2𝜋𝑤 →
𝑤/𝑓 , что указывает на глубокую аналогию между явлениями дифракции и
фокусировки-дефокусировки. Эффект замедления проявляется более чётко
чем в случае простой дифракции, что имеет место, если выполнены условия
𝑤2 ≫ 𝑓𝜆/2𝜋 или 𝑓 ≪ 𝐿𝐷. Другими словами, если фокусное расстояние намно
го меньше чем дифракционная длина. Это условие имеет место для параметров
𝑤 ∼ 1 см и 𝜆 ∼ 1𝜇м. Так как средняя скорость распространения и инвариант
ная масса связаны друг с другом (1.46), описанный выше эффект замедления
в области фокусировки-дефокусировки непосредственно связан с увеличением
ЛИМ, которая становится равной

𝑚fdr =
𝜀

𝑐2
𝑤

𝑓
. (1.54)

В заключении к первой главе следует отметить, что эффект замедления можно
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рассмотреть с другой позиции, изучая структуру распределения поля в даль
ней зоне, без привлечения понятия ЛИМ, концепции фотонов и аппарата СТО.
Такой подход базируется только на геометрии и кинематических соотношениях
для структуры ЭМИ в дальней зоне. Данный подход детально разобран во вто
рой главе, наряду с чисто классическим описанием ЭМИ, для которого также
применимо понятие ЛИМ.
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Глава 2. Эффект замедления классических в вакууме.
Геометрический подход. Лоренц-инвариантная масса и эффект

замедления электромагнитных импульсов в вакууме с
нетривиальной пространственной конфигурацией

(структурированный свет).

В первой части данной главы эффект замедления рассмотрен исходя
из геометрической конфигурации поля ЭМИ в дальней зоне на примере
структуры Гауссова ЭМИ. Приводится сравнение средней скорости распро
странения Гауссова импульса, полученной с помощью Лоренц-инвариантной
массы, со скоростью распространения Гауссова импульса, полученной согласно
кинематическому описанию. Предложены экспериментальные способы на
блюдения эффекта замедления. Во второй части приводится вывод общей
формулы ЛИМ для классических ЭМИ. В третьей части рассматриваются так
называемые структурированные ЭМИ в вакууме, пространственная конфигу
рация которых задаётся с помощью пучков Лагерра-Гаусса, Эрмита-Гаусса,
Бессель-Гаусса и Эйри-Гаусса. Для фиксированной энергии ЭМИ и заданной
пространственно-временной конфигурации приводятся численные результаты
расчётов Лоренц-инвариантной массы и средней скорости распространения.

2.1 Дифракция как причина эффекта замедления
электромагнитных импульсов в вакууме. Геометрический подход.

В главе 1 был рассмотрен эффект замедления ЭМИ основанный на физи
ческом смысле ЛИМ. Тем не менее, существует другой способ определения сред
ней скорости распространения. Качественно данное определение можно дать
в рамках геометрической оптики. ЭМИ, имеющий конечные пространственные
размеры, представим в виде совокупности лучей, распространяющихся каждый
в отдельности со скоростью света, но, вообще говоря, в различных направлени
ях. Различие в направлениях распространения обусловлено дифракцией ЭМИ
с конечными поперечными размерами. Таким образом, средняя скорость рас
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пространения ЭМИ как целого ⟨�⃗� ⟩ определяется как взвешенная суперпозиция
скоростей отдельных лучей, где вес каждого луча фактически определяется ам
плитудой поля. В общем случае определённая таким образом скорость распро
странения | ⟨�⃗� ⟩ | ожидаемо будет незначительно отличаться от скорости света в
вакууме. Во многих случаях величина 𝑐− | ⟨�⃗� ⟩ | мала. Тем не менее, как будет
детально разобрано ниже, в случае очень коротких и узких ЭМИ в их дальней
зоне, разница между | ⟨�⃗� ⟩ | и 𝑐 оказывается значительной и может быть изме
рена в эксперименте. Явное выражение для средней скорости распространения
найдено для Гауссова ЭМИ, заданного аналогично примеру разобранному в
главе (1). ЭМИ задаётся в плоскости 𝑧 = 0, после чего находится поле во всём
полупространстве 𝑧 > 0 в соответствии с уравнениями Максвелла. Далее в тек
сте показано, что эффект замедления значительно выражен в первую очередь
благодаря уширению импульса в тыльной части вследствие дифракции.
По аналогии с выражением с (1.16) рассмотрим граничную задачу:

𝐸(�⃗�; 𝑡)|𝑧−=0 = 𝐸0 exp

(︂
− 𝑟2⊥
2𝑤2

− 𝑡2

2𝜏 2

)︂
cos (𝜔0𝑡) , (2.1)

здесь 𝑤, 𝜏 , и 𝜔0 - перетяжка в 𝑧 = 0, длительность и несущая частота ЭМИ.
Выбор фазы сделан из соображения удобства дальнейших вычислений. Важно
отметить, что в данном разделе не уточняется поляризация и магнитная ком
понента поля, так как это не является существенным в рамках рассуждений
данного раздела. Рассмотрим преобразование Фурье Гауссовой экспоненты в
выражении для поля на границе (2.1):

𝐸(�⃗�; 𝑡)|𝑧=0 = 𝐸0
𝑤2𝜏

(2𝜋)3/2
Re

∫︁
𝑑�⃗�⊥𝑑𝜔 𝑒

𝑖�⃗�⊥�⃗�⊥𝑒−𝑖𝜔𝑡

× exp

(︂
−𝑘

2
⊥𝑤

2

2
− (𝜔 − 𝜔0)𝜏

2

2

)︂
. (2.2)

Умножая подынтегральное выражение на 𝑒𝑖𝑘𝑧𝑧, где 𝑘𝑧 =
(︁
𝜔2

𝑐2 − �⃗�
2

⊥

)︁1/2
, находим

поле в полупространстве 𝑧 ≥ 0. Так же как и в главе (1) здесь используется
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параксиальное приближение, в рамках которого справедливы условия:

|⃗𝑘⊥| ≪ 𝜔/𝑐

𝑘𝑧 ≈
𝜔

𝑐
− 𝑐�⃗�

2

⊥
2𝜔

. (2.3)

C учётом (2.3), перепишем выражение (2.2) для поля в следующей форме:

𝐸(�⃗�; 𝑡) = 𝐸0
𝑤2𝜏

(2𝜋)3/2
Re

∫︁
𝑑�⃗�⊥𝑑𝜔 exp

[︁
𝑖𝜔
(︁𝑧
𝑐
− 𝑡
)︁]︁

× exp

[︂
𝑖𝑘⊥�⃗�⊥ − 𝑘2⊥

2

(︁
𝑤2 + 𝑖

𝑐𝑧

𝜔

)︁
− (𝜔 − 𝜔0)𝜏

2

2

]︂
. (2.4)

Интеграл по 𝑑�⃗�⊥ легко берётся. В итоге получаем:

𝐸(�⃗�,𝑡) =
𝐸0𝜏√
2𝜋

Re

{︃∫︁
𝑑𝜔

𝐿𝐷(𝜔)

𝑖𝑧 + 𝐿𝐷(𝜔)
exp

[︁
𝑖𝜔
(︁𝑧
𝑐
− 𝑡
)︁]︁

× exp

[︃
−(𝜔 − 𝜔0)

2𝜏 2

2
− �⃗�

2

⊥
2𝑐

𝜔

𝑖𝑧 + 𝐿𝐷(𝜔)

]︃}︃
, (2.5)

где введено обозначение 𝐿𝐷(𝜔) = 𝑤2𝜔/𝑐 ≡ 𝐿𝐷× [1+(𝜔−𝜔0)/𝜔0] – дифракцион
ная длина как функция частоты 𝜔, 𝑤 – поперечный размер в плоскости 𝑧 = 0;
𝐿𝐷 ≡ 𝐿𝐷(𝜔0).
Также предполагается, что ЭМИ имеет небольшую отстройку от несущей часто
ты и состоит из большого числа периодов, таким образом справедливы условия:

𝑐𝜏 ≫ 𝜆, или |𝜔 − 𝜔0| ∼ 1/𝜏 ≪ 𝜔0, (2.6)

Функцию 𝜔/(𝐿𝐷(𝜔)+ 𝑖𝑧), входящую во вторую линию выражения (2.5), можно
разложить по степеням параметра (𝜔 − 𝜔0)/𝜔0, где подразумевается согласно
(2.6), что (𝜔 − 𝜔0)/𝜔0 ≪ 1. Разложение до первого порядка:

𝜔

𝑖𝑧 + 𝐿𝐷(𝜔)
≈ 𝜔0

𝐿𝐷 + 𝑖𝑧
+

𝑖𝑧

(𝑖𝑧 + 𝐿𝐷)2
(𝜔 − 𝜔0).

Подставим данное разложение в выражение для поля (2.5), где 𝐿𝐷(𝜔) можно
положить равным 𝐿𝐷 в предэкспоненциальном факторе. В итоге вновь получа
ется Гауссов интеграл по переменной 𝜔. Данный интеграл также легко берётся,
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что упрощает (2.5), и в результате легко получить:

𝐸(�⃗�,𝑡) = 𝐸0Re

{︃
𝐿𝐷

𝑖𝑧 + 𝐿𝐷
exp

[︁
𝑖𝜔0

(︁𝑧
𝑐
− 𝑡
)︁]︁

× exp

[︃
− 𝜔0�⃗�

2

⊥
2𝑐 (𝑖𝑧 + 𝐿𝐷)

]︃

× exp

⎡⎣− 1

2(𝑐𝜏)2

(︃
𝑧 − 𝑐𝑡− 𝑧�⃗�

2

⊥/2

(𝑖𝑧 + 𝐿𝐷)
2

)︃2
⎤⎦}︃. (2.7)

В общем случае выражение для напряжённости поля записывается в виде:

𝐸(�⃗�,𝑡) = 𝐴(�⃗�,𝑡) cos [𝜔0 (𝑧/𝑐− 𝑡) + Φ(�⃗�,𝑡)] , (2.8)

где 𝐴(�⃗�,𝑡) и Φ(�⃗�,𝑡) – действительные амплитуда и фаза соответственно. Фаза
Φ(�⃗�,𝑡) определяет внутреннюю структуру осцилляций ЭМИ, которая несуще
ственна в рамках данного рассмотрения. В пределе дальней волновой зоны, т.е.
при условии 𝑧 ≫ 𝐿𝐷, амплитуда поля принимает простую форму:

𝐴(�⃗�,𝑡) = 𝐸0
𝐿𝐷

𝑧
exp

[︃
−𝜔0�⃗�

2

⊥𝐿𝐷

2𝑐𝑧2

]︃

× exp

⎡⎣− 1

2(𝑐𝜏)2

(︃
𝑧 − 𝑐𝑡+

�⃗�
2

⊥
2𝑧

)︃2
⎤⎦ . (2.9)

Формула для амплитуды (2.9) состоит из двух экспонент. Первая экспонента ха
рактеризует дифракцию ЭМИ в дальней зоне. Дифракционный угол задан как
𝛼 = 𝑟⊥/𝑧 ≤

√︀
𝑐/𝜔0𝐿𝐷 = 𝑐/𝜔0𝑤 = 𝜆0/2𝜋𝑤, 𝜆0 – длина волны на несущей часто

те. Вторая экспонента в (2.9) определяет структуру импульса в дальней зоне.
На рисунке 2.1 представлено сечение распределения поля в плоскости (𝑥𝑧). Так
как структура поля имеет аксиальную симметрию, то сечение не зависит от
выбора направления оси 𝑂𝑥. Данный рисунок как и всё последующее рассмот
рение относится к случаю, когда протяжённость ЭМИ 𝑐𝜏 значительно меньше
дифракционной длины 𝐿𝐷 и, как следствие, значительно меньше расстояния
между начальной плоскостью 𝑧 = 0 и областью наблюдения, сосредоточенной
около 𝑧 ≈ 𝑐𝑡. В этом случае для любого заданного значения 𝑟⊥ пик огибаю
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Рисунок 2.1 — Распределение поля в дальней зоне в плоскости (𝑥𝑧). Также
представлена предлагаемая схема измерений, указывающая на эффект
замедления вдоль оси 𝑧 периферийных лучей составляющих импульс.

Измерение осуществляется с помощью наблюдения за отдельными участками
волнового фронта. Черные стрелки изображают скорость распространения

света в лучах и их проекции на ось 𝑧. Символ 𝐷 обозначает входы в
оптоволокно, направляющие излучение к детекторам излучения и

анализатору. Δ𝑧 – расстояние соответствующее разнице во времени прихода
излучения от различных частей фронта ЭМИ.

щей ЭМИ (максимум 𝐴(�⃗�,𝑡)) согласно (2.9) достигается в координатах 𝑧 и 𝑡,
связанных уравнением:

𝑧 − 𝑐𝑡+
𝑟2⊥
2𝑧

= 0, (2.10)

Выражая 𝑧 - координату пика как решение квадратного уравнения, получаемо
го из (2.10), имеем:

𝑧peak =
𝑐𝑡

2
+

√︂
(𝑐𝑡)2

4
−
𝑟2⊥
2

≈ 𝑐𝑡− 𝑟2⊥
2(𝑐𝑡)

, (2.11)

Здесь предполагается, что 𝑟⊥ ≪ 𝑧 ≈ 𝑐𝑡, что согласуется с параксиальным при
ближением и рассуждениями выше.
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Ещё раз обратимся к рисунку 2.1. Линии 𝑂𝐶, 𝑂𝐵 и 𝑂𝐺 описывают три луча,
выбранных в качестве примера. Излучение, соответствующее каждому лучу,
распространяется со скоростью света на равные расстояния 𝑂𝐶 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐺 =

𝑐𝑡≫ 𝐿𝐷. Расстояние 𝑂𝐴 – проекция траектории верхнего луча 𝑂𝐶 на ось 𝑧. Из
рисунка 2.1 видно, что 𝑂𝐴 < 𝑂𝐵. Другими словами проекция на ось 𝑧 меньше,
чем путь 𝑐𝑡, соответствующий лучу, распространяющемуся вдоль оси 𝑧. В слу
чае малого угла 𝛼 между направлением лучей и осью 𝑧 (угол дифракционной
расходимости), разницу между проекциями луча на ось 𝑧 и 𝑐𝑡 легко оценить:

Δ𝑧 = 𝑂𝐵 −𝑂𝐴 = 𝑐𝑡− 𝑐𝑡 cos𝛼 ≈ 𝑟2⊥
2𝑐𝑡

≪ 𝑐𝑡. (2.12)

Очевидно, что за одно и то же время 𝑡 лучи, не параллельные оси 𝑧, проходят
меньшее расстояние вдоль этой оси по сравнению с лучом, параллельным этой
же оси, а компоненты скорости распространения этих лучей вдоль оси 𝑧 меньше
чем соответствующие компоненты для луча, идущего вдоль оси, как это пока
зано чёрными стрелками на рисунке 2.1. Проекция скорости на ось задаётся
выражением:

𝑣𝑧(𝑟⊥) = 𝑐 cos𝛼 = 𝑐− Δ𝑧

𝑡
= 𝑐

(︂
1− 𝑟2⊥

2𝑧2

)︂
. (2.13)

Чтобы определить среднюю скорость распространения ЭМИ как целого ⟨�⃗� ⟩,
необходимо посчитать взвешенную векторную сумму скоростей каждого луча
составляющего ЭМИ, где весовой функцией является квадрат той части ампли
туды (2.9), которая ответственна за дифракцию. Ввиду аксиальной симметрии
поперечные компоненты средней скорости равны нулю ⟨𝑣𝑥⟩ = ⟨𝑣𝑦⟩ = 0, в то
время как 𝑧-компонента задаётся формулой:

⟨𝑣𝑧⟩ = 𝑐

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩1− 1

2𝑧2

∫︀
𝑑�⃗�⊥𝑟

2
⊥ exp

[︃
−𝜔0�⃗�

2

⊥𝐿𝐷

𝑐𝑧2

]︃
∫︀
𝑑�⃗�⊥ exp

[︃
−𝜔0�⃗�

2

⊥𝐿𝐷

𝑐𝑧2

]︃
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ , (2.14)

где интегралы легко вычисляются аналитически. В результате получаем окон
чательное выражение для средней скорости распространения расходящегося
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ЭМИ в дальней зоне:

⟨𝑣𝑧⟩ ≡ | ⟨�⃗� ⟩ | = 𝑐

(︂
1− 𝑐

2𝜔0𝐿𝐷

)︂
= 𝑐

(︂
1− 𝜆20

8𝜋2𝑤2

)︂
. (2.15)

Заметим, что полученный результат полностью совпадает с результатом, полу
ченным в рамках концепции ЛИМ (12). Результат этого сравнения очень важен,
так как показывает согласованность теорий. С одной стороны динамического
описания в СТО, с другой - результатов, напрямую следующих из волновой
и геометрической оптики, описывающих ЭМИ конечных размеров. Средняя
скорость распространения (2.15) связана с укорачиванием пути вдоль оси 𝑧,
просуммированного по всем лучам ЭМИ

⟨Δ𝑧⟩ = (𝑐− ⟨𝑣𝑧⟩)𝑡 = 𝑧

(︂
1− ⟨𝑣𝑧⟩

𝑐

)︂
= 𝑧

𝜆20
8𝜋2𝑤2

. (2.16)

Формально величине 𝑧 − ⟨Δ𝑧⟩ можно придать смысл центра инерции ЭМИ,
хотя напрямую она не связана с гравитационными свойствами импульса.
Как указано на рисунке (2.1), одна из возможных схем наблюдения эффекта
может быть реализована с помощью детекторов, принимающих излучение от
различных частей ЭМИ через оптоволокно, входы в которое находятся на раз
личных расстояниях от оси 𝑧. Используя параметры (2.19), входы в волокно
могут быть установлены на расстоянии 𝑧 = 1 м от источника ЭМИ. Например
в горизонтальной плоскости в координатах 𝑥1 = 0 и 𝑥2 = 1 см, как изображено
рисунке (2.19). В случае выбора волокон одинаковой длины, излучение от них
может быть направлено на призму в виде острия ножа (KEP), которая объеди
няет пришедшие два сигнала в один, а он уже может быть проанализирован
на FROG анализаторе. Ожидаемый результат качественно проиллюстрирован
на рисунке (2.1). Результирующее пространственное запаздывание Δ𝑧 между
импульсами в соответствии с (2.12) имеет численное значение ∼ 0.128 мм для
выбранных значений параметров (2.19). Заметим, что хорошо наблюдаемое раз
деление на два импульса в предложенной схеме имеет место, если выполнено
условие:

⟨Δ𝑧⟩ ≫ 𝑐𝜏 (2.17)
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Объединяя условие (2.17) вместе с (2.6), получаем условие эффективного на
блюдения эффекта замедления:

⟨Δ𝑧⟩ = 𝑧
𝜆20

8𝜋2𝑤2
= 𝜆0

𝑧

2𝐿𝑑
> 𝑐𝜏 ≫ 𝜆0, (2.18)

где предполагается в частности, что 𝑧 ≫ 𝐿𝐷. Таким образом, параметры, удо
влетворяющие всем приведённым выше условиям и реалистичные в рамках воз
можных экспериментов, могут быть выбраны, например:

𝜏 = 30фс, 𝜆0 = 1мкм, 𝑤 = 10𝜆0 = 10мкм, 𝑧 = 1м. (2.19)

Эти параметры соответствуют протяжённости ЭМИ 𝑐𝜏 = 9мкм, дифракцион
ной длине (длине Релея) 𝐿𝐷 = 628мкм, дифракционному углу 𝛼 ∼ 𝜆0/2𝜋𝑤 =

0.016 = 9∘, поперечному размеру ЭМИ в плоскости измерений 𝑥𝐷 ∼ 𝛼𝑧 = 1.6

см, увеличению расстояния для периферийных лучей Δ𝑧 ∼ 𝑥2𝐷/2𝑧 = 128мкм =

14 𝑐𝜏 и параметру 𝑧/2𝐿𝐷 = 796 ≫ 1. В дополнение к приведённым выше сред
ним параметрам ЭМИ, амплитуда 𝐴(𝑟⊥, 𝑧, 𝑡), представленная в форме выраже
ния (2.9), может быть использована для нахождения формы ЭМИ с помощью
интегрирования квадрата амплитуды 𝐴2 (2.9) по поперечным координатам при
заданных значениях 𝑧 и 𝑡. Результат интегрирования определяется следующим
выражением:

𝐹 (𝜉) =

∫︁
𝑑�⃗�⊥𝐴

2(𝑟⊥,𝑧,𝑡) =
𝐸2

0𝐿
2
𝐷𝜋

3/2

2𝑧2

× exp

(︂
𝑎2

4
+ 𝑎𝜉

)︂
erfc

(︁𝑎
2
+ 𝜉
)︁
, (2.20)

где 𝜉 =
𝑧/𝑐− 𝑡

𝜏
, “erfc” – дополнительная функция ошибок, 𝑎 =

(︂
2𝜋𝑤

𝜆0

)︂2
2𝑐𝜏

𝑧
.

Для заданных выше (2.19) значений параметров ЭМИ 𝑎 = 0.07, график функ
ции 𝐹 (𝜉), определяющей форму ЭМИ, приведён на рисунке (2.2). Форма сплош
ной линии на рисунке (2.2) указывает на ярко выраженное удлинение ЭМИ и
эффект замедления, вызванный дифракцией. Также из рисунка (2.2) видно, что
помимо эффекта замедления имеет место сдвиг (задержка) пика импульса по
сравнению с позицией в начальный момент (без дифракции) в точке 𝜉 = 0. Раз
личные части кривой на рисунке (2.2) соответствуют различным лучам, форми
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Рисунок 2.2 — Форма ЭМИ в дальней зоне (сплошная линия). Штрихованная
линия соответствует начальному состоянию ЭМИ, с соответствующей

нормировкой. «c.g.» – «центр инерции» импульса, выраженный в единицах
протяжённости ЭМИ 𝑐𝜏 . Параметры ЭМИ для расчётов указаны в (2.19) и в

тексте выше.

рующим ЭМИ. Та часть, что близка к 𝜉 = 0 соответствует центральному лучу,
а длинное «крыло» при 𝜉 < 0 соответствует периферийным лучам ЭМИ. Удли
нение заднего крыла можно наблюдать экспериментально с помощью схемы,
разобранной ранее и проиллюстрированной на рисунке (2.1), но с серией допол
нительных волокон, ведущих к детекторам, установленным вдоль оси 𝑧 (сверху
и снизу). Длина волокон должна быть выравнена для 𝑧 = const, а излучение
должно приходить на устройство, позволяющее измерять времена прибытия
сигналов. В усложнённом варианте можно получить более подробный анализ
формы ЭМИ, если расположить волокна, собирающие излучение ЭМИ, в виде
колец с центрами на оси 𝑧 и одинаковым расстоянием между детекторами, где
для каждого кольца сигналы на анализаторе суммируются вместе.
Итак, в данной части анализ эффекта замедления произведен на основе геомет
рической и волновой оптики и не опирается на ЛИМ. Для дальнейшего анализа
и полноты теоретического описания необходимо рассмотреть вывод ЛИМ, исхо
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дя из полностью классического описания полей ЭМИ, что будет представлено
в следующей части настоящей главы.

2.2 Лоренц-инвариантная масса классических электромагнитных
импульсов.

Классические энергия и импульс электромагнитного поля задаются хоро
шо известными соотношениями и выражаются через напряжённости электри
ческого и магнитного полей:

ℰ =

∫︁
𝑉

�⃗�2 (�⃗�,𝑡) + �⃗�2 (�⃗�,𝑡)

8𝜋
𝑑𝑉, 𝑝 =

∫︁
𝑉

[︀
�⃗� (�⃗�,𝑡)× �⃗� (�⃗�,𝑡)

]︀
4𝜋𝑐

𝑑𝑉 (2.21)

Плотность энергии 𝑤 и плотность импульса 𝑝 не образуют 4 - вектора, так как
преобразуются как компоненты ТЭИ, заданного выражением (2.22).

𝑇 𝑖𝑘 =
1

4𝜋

(︂
1

4
𝑔𝑖𝑘𝐹𝑙𝑚𝐹

𝑙𝑚 − 𝐹 𝑖𝑙𝐹 𝑘
𝑙

)︂
, (2.22)

где тензор электромагнитного поля задаётся в виде:

𝐹 𝑖𝑘 =
𝜕𝒜𝑘

𝜕𝑥𝑖
− 𝜕𝒜𝑖

𝜕𝑥𝑘
=⎛⎜⎜⎜⎜⎝

0 −𝐸𝑥 −𝐸𝑦 −𝐸𝑧

𝐸𝑥 0 −𝐻𝑧 𝐻𝑦

𝐸𝑦 𝐻𝑧 0 −𝐻𝑥

𝐸𝑧 −𝐻𝑦 𝐻𝑥 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.23)

здесь 𝒜𝑖 = (𝒜0 (�⃗�,𝑡) ,�⃗� (�⃗�,𝑡))T обозначает 4-вектор потенциал, где 𝒜0 (�⃗�, 𝑡) - в
общем случае не равно нулю.

В нижеследующей ремарке будет показано, что энергия и импульс ЭМИ,
занимающего конечный объём в пространстве и имеющего конечную длитель
ность, заданные согласно (2.21), образуют 4-вектор. Данные рассуждения,
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можно найти в ([116], стр. 369).

Рассмотрим момент времени 𝑡0 = const/𝑐. Пусть ЭМИ локализован в ко
нечном объёме 𝑉 . Для произвольной системы 4-импульс задаётся выражением:

𝑝𝑖 =
1

𝑐

∫︁
𝑇 𝑖𝑘𝑑𝑆𝑘, (2.24)

где 𝑑𝑆𝑘 – элемент гиперповерхности Σ, ограничивающий 4-объём Ω, заклю
чённый между гиперплоскостями 𝑡0 = const/c и 𝑡1 = const/c. В каждой из
этих плоскостей поле существует в локализованной области, которая является
объёмом занимаемым полем в соответствующий момент времени. 4-объём
Ω можно считать замкнутым и ограниченным (для фиксированных 𝑡1 и
𝑡2), так как всегда можно выбрать область, в которой сосредоточено поле.
Элемент гиперповерхности 𝑐𝑡 = const можно представить как 𝑑𝑆𝑖 = 𝑛𝑖𝑑𝑉 (𝑡),
где 𝑛𝑖 = (1,0,0,0) – единичный 4-вектор, нормаль к элементу гиперповерх
ности, 𝑑𝑉 (𝑡) – элемент объёма. Так как гиперповерхность Σ замкнута, её
можно разбить на несколько частей: на две гиперповерхности 𝑡0 = const/c и
𝑡1 = const/c, нормали к которым антипараллельны и боковую цилиндрическую
гиперповерхность Σ𝑠𝑖𝑑𝑒 с образующими, параллельными оси 𝑐𝑡. На данной
гиперповерхности поле отсутствует и, следовательно, в любой её точке 𝑇𝑖𝑘 = 0.
Рисунок (2.3) иллюстрирует вышесказанное. Здесь важно сделать замечание
касательно строгой локализации ЭМИ. Формально, модель Гауссова ЭМИ с
граничными условиями (1.16) и (2.1) рассмотренными раннее, не является
строго локализованной, так как выбранная временная огибающая не является
финитной функцией времени. Тем не менее, в силу быстрого спадания Гаусс
функции это не является существенной проблемой. Строго локализованные
ЭМИ будут рассмотрены в следующем разделе.

Воспользуемся теоремой Остроградского - Гаусса:∫︁
Σ

𝑇 𝑖𝑘𝑑𝑆𝑘 =

∫︁
Ω

𝜕𝑇 𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑑Ω (2.25)

Выражения слева и справа представляют собой 4-вектора. Осталось доказать,
что выражение слева есть сохраняющийся 4-вектор импульса. В отсутствии
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внешних зарядов и токов, для ТЭИ имеют место законы сохранения:

𝜕𝑇 𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑘
= 0. (2.26)

Следовательно полный поток через 4-объём равен нулю. Используя факты от
сутствия потока через боковую гиперповерхность и антипараллельность норма
лей к гиперплоскостям мы получаем, что 4-вектор импульса ЭМИ сохраняется
во времени:∫︁

𝑉 (𝑡0)

𝑇 𝑖𝑘𝑛𝑘𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉 (𝑡1)

𝑇 𝑖𝑘𝑛𝑘𝑑𝑉 ⇐⇒ 𝑝𝑖 =
1

𝑐

∫︁
𝑉 (𝑡)

𝑇 𝑖0𝑑𝑉 = const (2.27)

Представим векторы напряжённости электрического и магнитного полей, вхо
дящих в (2.21), в виде разложения по плоским волнам:

�⃗� (�⃗�,𝑡) =
1

(2𝜋)
3
2

∫︁
𝑑�⃗�
[︀
�⃗�(�⃗�)𝑒(𝑖�⃗��⃗�−𝜔�⃗�𝑡) + �⃗�*(−�⃗�)𝑒−(𝑖�⃗��⃗�−𝜔�⃗�𝑡)

]︀
�⃗� (�⃗�,𝑡) =

1

(2𝜋)
3
2

∫︁
𝑑�⃗�
[︀
�⃗�(�⃗�)𝑒(𝑖�⃗��⃗�−𝜔�⃗�𝑡) + �⃗�*(−�⃗�)𝑒−(𝑖�⃗��⃗�−𝜔�⃗�𝑡)

]︀
(2.28)

Подразумевается, что:

𝜔�⃗� = 𝑐|⃗𝑘|, �⃗�(�⃗�) ⊥ �⃗�(�⃗�), �⃗�(�⃗�)× �⃗�(�⃗�)‖�⃗�, |�⃗�(�⃗�)| = |�⃗�(�⃗�)|, (2.29)

в соответствии с требованиями уравнений Максвелла. Фурье-амплитуды �⃗�(�⃗�)

определяются с помощью обратного преобразования Фурье следующим обра
зом:

�⃗�(�⃗�)𝑒−𝑖𝜔�⃗� + �⃗�*(−�⃗�)𝑒𝑖𝜔�⃗� =
1

(2𝜋)
3
2

∫︁
𝑑�⃗��⃗� (�⃗�,𝑡) 𝑒−𝑖�⃗��⃗� (2.30)

Подставим выражение (2.28) в (2.21). При возведении в квадрат векторов в
(2.28) получаем, например, для напряжённости электрического поля:

�⃗�(�⃗�,𝑡)2 =
1

(2𝜋)3

∫︁ ∫︁
𝑑�⃗�𝑑𝑘′�⃗�(�⃗�)�⃗�(𝑘′)𝑒(𝑖(�⃗�+𝑘′)�⃗�−(𝜔�⃗�+𝜔�⃗�)𝑡)

+�⃗�(�⃗�)�⃗�*(−⃗𝑘′)𝑒(𝑖(�⃗�−𝑘′)�⃗�−(𝜔�⃗�−𝜔�⃗�)𝑡) + c.c. (2.31)
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Воспользуемся известным представлением 𝛿 - функции:

1

(2𝜋)3

∫︁
𝑑�⃗�𝑒(𝑖(�⃗�−𝑘′)�⃗�) = 𝛿

(︁
�⃗� − 𝑘′

)︁
(2.32)

В результате, пренебрегая быстро осциллирующими слагаемыми и используя
(2.29), получаем энергию и импульс поля, выраженные через Фурье-амплитуду:

ℰ =
1

2𝜋

∫︁
|�⃗�
(︁
�⃗�
)︁
|2𝑑�⃗�, 𝑝 = 1

2𝜋𝑐

∫︁
|�⃗�
(︁
�⃗�
)︁
|2 �⃗�
|⃗𝑘|
𝑑�⃗�. (2.33)

Таким образом, с учетом основных формул (6) итоговое выражение для ЛИМ
классических ЭМИ (8) и (6) имеет вид:

𝑚2 =
1

(2𝜋𝑐2)2

[︂(︂∫︁
|�⃗�
(︁
�⃗�
)︁
|2𝑑�⃗�

)︂2

−

(︃∫︁
|�⃗�
(︁
�⃗�
)︁
|2 �⃗�
|⃗𝑘|
𝑑�⃗�

)︃2 ]︂
(2.34)

В случае ЭМИ, обладающих аксиальной симметрией, выражение для массы
можно упростить. Фурье-образ аксиально-симметричных ЭМИ �⃗�(�⃗�) зависит
только от абсолютной величины поперечной компоненты волнового вектора
�⃗�(�⃗�) = �⃗� (𝑘⊥,𝑘𝑧). Выражение для ЛИМ таких симметричных ЭМИ выглядит
наиболее просто:

𝑚2 =
1

(2𝜋𝑐2)2

[︂ ∫︁
|�⃗�
(︁
�⃗�
)︁
|2
(︂
1− 𝑘𝑧

|𝑘|

)︂
𝑑�⃗�

×
∫︁
|�⃗�
(︁
�⃗�
)︁
|2
(︂
1 +

𝑘𝑧
|𝑘|

)︂
𝑑�⃗�

]︂
(2.35)

В следующей секции будут рассмотрены ЛИМ и эффект замедления для бо
лее сложных конфигурации ЭМИ, заданных на основе пучков Лагерра-Гаусса,
Эрмита-Гаусса, Бессель-Гаусса и Эйри-Гаусса.
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2.3 Лоренц-инвариантная масса и эффект замедления
структурированных импульсов.

Чтобы задать классический ЭМИ с нетривиальной пространственно
временной конфигурацией (отличной от Гауссова ЭМИ), в данном разделе
применяется общий подход нахождения поля по граничным условиям, где в
явном виде не накладывается строгих условий, требуемых параксиальным
приближением. Как будет показано, эффект замедления и величина ЛИМ наи
более ярко выражены именно в случае большой дифракционной расходимости.

Рассмотрим граничную задачу. Пусть напряженность электрического по
ля в плоскости 𝑧 = 0 имеет вид:

�⃗�⊥ (�⃗�⊥,𝑡,𝑧 = 0) = �⃗� (𝑥,𝑦)𝑇 (𝑡,𝜔0) . (2.36)

Здесь �⃗� (𝑥,𝑦) – пространственная часть амплитуды как функция поперечных
координат с определённым направлением поляризации. 𝑇 (𝑡,𝜔0) – функция, опи
сывающая зависимость от времени и несущей частоты 𝜔. Вообще говоря, можно
выбрать достаточно произвольный вид этой функции. В данном случае выбрана
зависимость:

𝑇 (𝑡, 𝜔0) = 𝑇 (𝑡) sin (𝜔0𝑡) , (2.37)

где 𝑇 (𝑡) – финитная функция, представляющая собой временную огибающую
конечной длительности. Как и ранее произведём преобразование Фурье (2.36),
где Фурье-образ является функцией �⃗�⊥,𝜔.

�⃗�⊥

(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
|𝑧=0 =

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
�⃗� (𝑥,𝑦) 𝑒𝑖�⃗�⊥�⃗�𝑑�⃗�⊥

×
∫︁ ∞

−∞
𝑇 (𝑡) sin (𝜔0𝑡) 𝑒

−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡. (2.38)

Учитывая то, что в подобных задачах удобно оперировать с комплексным пред
ставлением электромагнитного поля (аналитический сигнал), выделяя действи
тельную часть для нахождения поля, в данном случае необходимо придать кор
ректную форму Фурье-образу поля (2.38). Для начала сфокусируем внимание
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на Фурье-образе временной части 𝑇 (𝑡, 𝜔0) граничного условия:

𝑆 (𝜔) =

∫︁ ∞

−∞
𝑇 (𝑡) sin (𝜔0𝑡) 𝑒

−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 (2.39)

В силу того, что 𝑇 (𝑡) sin (𝜔0𝑡) – действительная функция, на её Фурье-образ
накладываются ограничения. Это наглядно продемонстрировано в следующей
цепочке равенств:

𝑆 (𝜔)* =

∫︁ ∞

−∞
𝑇 (𝑡) sin (𝜔0𝑡) 𝑒

𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡 = 𝑆 (−𝜔) (2.40)

В качестве временной огибающей выбрана следующая финитная функция 𝑇 (𝑡):

𝑇 (𝑡) =

{︃
1 if 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑝]

0, в другом случае,
(2.41)

где 𝑡𝑝 – длительность ЭМИ. Подставляя (2.41) в (2.38), после взятия интеграла
и алгебраических преобразований получаем:

𝑆 (𝜔) =
(−𝑖) 𝑡𝑝

2
𝑒−

𝑖𝜔𝑡𝑝
2

[︀
𝑒

𝑖𝜔0𝑡𝑝
2 sinc

(︂
(𝜔0 − 𝜔) 𝑡𝑝

2

)︂
−𝑒

−𝑖𝜔0𝑡𝑝
2 sinc

(︂
(𝜔0 + 𝜔) 𝑡𝑝

2

)︂]︀
, (2.42)

где sinc(𝑥) = sin𝑥/𝑥 Чтобы корректно оперировать с полем, используя ком
плексное представление (аналитический сигнал), необходимо изменить Фурье
образ временной функции следующим образом:

𝑆 (𝜔) −→

{︃
2𝑆 (𝜔) if 𝜔 ≥ 0

0, в другом случае.
(2.43)

Ширина 𝑆 (𝜔) определяется длительностью импульса. Полагая 𝜔0𝑡𝑝 ≫ 1, что
означает достаточно большую длительность импульса, можно считать, что
𝑆 (𝜔) сосредоточена в основном около центра 𝜔0 и имеет ширину ∼ 1/𝑡𝑝.

Заданная модель временной огибающей ЭМИ значительно отличается от
рассмотренной ранее Гаусс-функции, промоделированной быстро осциллиру
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ющей функцией на несущей частоте exp
(︁
− 𝑡2

2𝑡2𝑝

)︁
sin (𝜔0𝑡). Основное различие

заключается в том, что Фурье образ простой Гаусс-функции имеет только
мнимую ненулевую часть, в то время как для финитных функций со строго
конечной длительностью их Фурье-образ содержит как мнимую, так и действи
тельную часть. Данный факт не влияет на расчёт ЛИМ одного когерентного
ЭМИ, но может играть роль в случае рассмотрения суперпозиции импульсов,
включая частично когерентные ЭМИ или ЭМИ с чирпом.

Вернёмся к рассмотрению граничных условий. Теперь основной задачей
является нахождение поля во всём полупространстве 𝑧 ≥ 0. В общем виде
для этого удобнее всего воспользоваться методами Фурье-оптики и рассмотреть
передаточную функцию, которая задаётся выражением:

ℎ
(︁
�⃗�⊥,𝜔,𝑧

)︁
= 𝑒𝑖

√︁
𝜔2

𝑐2
−�⃗�2⊥𝑧 (2.44)

Стоит ещё раз отметить, что в контексте ЛИМ особенно удобно оперировать
с Фурье-образами поля как функциями поперечных волновых векторов и ча
стоты �⃗�⊥, 𝜔. При необходимости 𝑧-компонента волнового вектора может быть

выражена как 𝑘𝑧 =
√︁
𝜔2/𝑐2 − �⃗�2⊥. Далее, направление распространения зафик

сировано и подразумевается, что 𝑘𝑧 > 0. Условие применимости параксиального
приближения выглядит следующим образом: |⃗𝑘| ≪ 𝑘𝑧. Тем не менее, дальней
шее рассмотрение не опирается на параксиальное приближение. Поперечный
размер 𝑤 ЭМИ в плоскости 𝑧 = 0 может принимать значения 𝑤0 < 50𝜆 или
𝑤0 ∼ 𝜆0, что затрудняет получение аналитических формул. Все дальнейшие рас
чёты будут проводится численно. Таким образом, Фурье-образ поля в плоскости
𝑧 определяется по заданному полю в плоскости 𝑧 = 0 с помощью передаточной
функции (2.44):

�⃗�⊥

(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
= ℎ

(︁
�⃗�⊥,𝜔,𝑧

)︁
�⃗�
(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
|𝑧=0 (2.45)

Уравнения Максвелла для свободного поля требуют выполнения условия
div
(︁
�⃗��⃗�,𝑡

)︁
= 0, что позволяет найти 𝑧-компоненту вектора напряжённости поля
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𝐸𝑧

(︁
𝑘⊥,𝜔

)︁
:

𝐸𝑧

(︁
𝑘⊥,𝜔

)︁
= −

𝑘𝑥𝐸𝑥

(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
+ 𝑘𝑦𝐸𝑦

(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
√︁

𝜔2

𝑐2 − �⃗�2⊥

, (2.46)

Таким образом, получаем векторную структуру поля �⃗�
(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
. Следующий

шаг заключается в нахождении поля ЭМИ в произвольной точке полупростран
ства 𝑧 ≥ 0 в произвольный момент времени. Это достигается с помощью обрат
ного преобразования Фурье в (2.45), что даёт:

�⃗�(�⃗�,𝑡) =
1

(2𝜋)
3
2

∫︁
�⃗�
(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
𝑒−𝑖�⃗�⊥�⃗�𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑�⃗�⊥𝑑𝜔 (2.47)

С учетом уравнений Максвелла магнитное поле имеет вид:

�⃗� (�⃗�,𝑡) =

∫︁ [︀𝑐�⃗� × �⃗�
(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
𝜔

]︀
𝑒−𝑖�⃗�⊥�⃗�𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑�⃗�⊥𝑑𝜔, (2.48)

где вектор �⃗� = �⃗�⊥+𝑘𝑧�⃗�𝑧. Чтобы найти связь между Фурье-образами, зависящи
ми от различных переменных, сделаем замену переменных в разложении (2.28).
Это позволит найти соотношение между �⃗�(�⃗�) и �⃗�

(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
.

�⃗� (�⃗�,𝑡) =
1

(2𝜋)
3
2

∫︁ 𝜔�⃗�
(︁
�⃗�⊥,𝑘𝑧 (𝜔)

)︁
𝑐2
√︁
𝜔2/𝑐2 − �⃗�2⊥

× 𝑒−𝑖
√

𝜔2/𝑐2−�⃗�2⊥𝑧𝑒−𝑖�⃗�⊥�⃗�𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑�⃗�⊥𝑑𝜔 (2.49)

Сравнивая (2.49) и (2.47), получаем окончательно:

�⃗�
(︁
�⃗�⊥,𝑘𝑧 (𝜔)

)︁
= �⃗�

(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
|𝑧=0

𝑐2
√︁
𝜔2/𝑐2 − �⃗�2⊥

𝜔
. (2.50)

Знания �⃗�
(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
полностью достаточно для нахождения любых характеристик

ЭМИ, в частности ЛИМ и средней скорости распространения. Как отмечалось
выше, в случае аксиально-симметричных пучков, вычисления особенно просты,
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так как необходимо найти только 𝑧-компоненту импульса 𝑝𝑧:

𝑝𝑧,sym = 𝑐

∫︁
|�⃗�
(︁
�⃗�⊥, 𝜔

)︁
|2𝑧=0

(︃
1− �⃗�2⊥𝑐

2

𝜔2

)︃
𝑑�⃗�⊥𝑑𝜔 (2.51)

Используя (2.35), получаем ЛИМ для аксиально-симметричных ЭМИ:

𝑚 =
1

𝑐2

√︂
𝜀2 −

𝑐2𝑝2𝑧,sym
4𝜋2

(2.52)

Рассмотрим модели ЭМИ, основанные на моделях пучков, которые также
известны как структурированный свет. В качестве примеров выбраны пучки с
аксиальной симметрией, такие как пучок Лагерра-Гаусса и Бессель-Гаусса. Для
данных пучков пространственная часть ЭМИ в плоскости 𝑧 = 0 имеет вид:

�⃗�𝐿𝐺 (𝜌)|𝑧=0 = 𝐶𝐿𝐺�⃗�𝜑

(︂
𝜌⊥
𝑤0

)︂𝑙

𝑒
− 𝜌2

𝑤2
0𝐿𝑙

𝑞

(︂
2𝜌2

𝑤2
0

)︂
𝑒−𝑖𝑙𝜑

�⃗�𝐵𝐺 (𝜌)|𝑧=0 = 𝐶𝐵𝐺�⃗�𝜑𝐽1 (𝛽𝜌) 𝑒
− 𝜌2

𝑤2
0 , (2.53)

где 𝐶𝐿𝐺 и 𝐶𝐵𝐺 – нормировочные константы, 𝜌 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2, 𝑤0 – перетяжка

ЭМИ в плоскости 𝑧 = 0. 𝐿𝑞
𝑙 (.) – обобщённые полиномы Лагерра, 𝑙,𝑚 – положи

тельные целые числа, вектор поляризации задан в виде �⃗�𝜑, что соответствует
азимутальной поляризации.
Также рассматриваются пучки, без аксиальной симметрии. Один из них - пучок
Эрмита-Гаусса:

𝐴𝐻𝐺 = �⃗�45∘𝐶𝐻𝐺ℋ𝑙

(︃√
2𝑥

𝑤0

)︃
𝑒
− 𝑥2

𝑤2
0ℋ𝑞

(︃√
2𝑦

𝑤0

)︃
𝑒
− 𝑦2

𝑤2
0 , (2.54)

где 𝑙,𝑞 – целые числа, �⃗�45∘ = 1/
√
2 (�⃗�𝑥 + �⃗�𝑦), что соответствует линейной поля

ризации. Также, рассматривается пучок Эйри-Гаусса:

𝐴𝐴𝐺 = �⃗�45∘𝐶𝐴𝐺𝒜𝑖
(︂
𝑥

𝑤0

)︂
𝑒
− 𝑥2

𝑤2
0𝒜𝑖

(︂
𝑦

𝑤0

)︂
𝑒
− 𝑦2

𝑤2
0 , (2.55)

где 𝒜𝑖 (.) - функция Эйри.
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Для некоторых из рассмотренных выше пространственных распределений
поля можно найти аналитическое выражение их Фурье-образа. В случае пучка
Лагерра-Гаусса:

𝐹𝐿𝐺 (𝑘⊥) = 2𝜋𝐶𝐿𝐺𝑤
2
0𝑒

𝑖𝑙𝜑𝑒𝑖𝜋𝑞
(︂
𝑘⊥𝑤0

2

)︂𝑙

×𝑒−
𝑘2⊥𝑤2

0
2 𝐿𝑙

𝑞

(︂
𝑘2⊥𝑤

2
0

2

)︂
�⃗�𝜑 (2.56)

Случай пучка Бессель-Гаусса:

𝐹𝐵𝐺 (𝑘⊥) = 2𝜋𝐶𝐵𝐺𝑤
2
0𝑒

− (𝛽2+�⃗�2⊥
2 )𝐼1 (𝑘⊥𝛽𝑤0) �⃗�𝜑 (2.57)

Наконец, для случая пучка Эрмита-Гаусса:

𝐹𝐻𝐺 (𝑘𝑥,𝑘𝑦) = 𝜋𝑤2
0𝑖

𝑙+𝑞𝑒
−𝑘2⊥𝑤2

0
4 ℋ𝑙

(︂
𝑘𝑥𝑤0√

2

)︂
ℋ𝑞

(︂
𝑘𝑦𝑤0√

2

)︂
(2.58)

В случае пучка Эйри-Гаусса, расчёты проводились полностью численно.
Результат численного расчёта ЛИМ для всех типов пучков, для фиксиро

ванных параметров приведён на рисунке (2.4). Из рисунка следует, что для
всех типов импульсов ЛИМ растёт с уменьшением размера перетяжки 𝑤0 в
плоскости 𝑧 = 0. Это объясняется тем, что чем меньше поперечный размер
ЭМИ, тем сильнее проявляется дифракция, что в свою очередь связано с нали
чием больших углов между волновыми векторами лучей, формирующих ЭМИ.
Этот факт находится в полном соответствии с предыдущими рассуждениями
и результатами, описаными в данной работе.

Рассмотрим теперь эффект замедления (в соответствии с формулой (13)),
который, как и следует ожидать, также наиболее ярко выражен для 𝑤0 ≤ 10𝜆,
что отражено на рисунке (2.5). Очевидно, что чем больше перетяжка, тем бли
же ЭМИ к плоской волне. Рассмотрим ЛИМ как функцию энергии для раз
личных типов ЭМИ. Результаты представлены на графике (2.6) Как видно из
графика, для каждого конкретного типа ЭМИ его Лоренц-инвариантная масса
зависит от энергии линейно, и, как следствие, скорость распространения такого
импульса определяется его пространственно-временной структурой и не зави
сит от его энергии, т.е. в некотором смысле является универсальным свойством
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ЭМИ. Более того ЛИМ не зависит и от длительности импульса (при фиксиро
ванных остальных параметрах), по крайней мере, в случае факторизованных
граничных условий. Влияние конфигурации (структуры) в рамках отдельных
типов ЭМИ представлено на примерах ЭМИ Эрмита-Гаусса - рисунок (2.7) и
Лагерра-Гаусса - рисунок (2.8). Заметим, что результаты данной главы полно
стью согласуются с рассуждениями, приведёнными в главе 1 касательно способа
измерения с помощью фокусировки и дефокусировки ЭМИ. Наличие ЛИМ пол
ностью определяется его геометрической структурой и тем, насколько сильно
ЭМИ отличается от плоской волны. Очевидно, что для более сложных конфигу
раций, для которых параксиальное приближение нарушается ещё значительнее
(что, например, не позволяет рассматривать факторизованные граничные усло
вия на подобие (2.36)), эффекты связанные с замедлением и наличием ЛИМ
будут проявляться ещё сильнее. Пример таких импульсов – ультра-короткие
импульсы. В приложении А приведены наглядные результаты моделирования
ЭМИ различной конфигурации, а так же расчёт их ЛИМ и средней скорости
распространения.
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Рисунок 2.3 — Схематическая иллюстрация локализованного ЭМИ в
пространстве и во времени. На рисунке рассмотрены два момента времени,

которые определяют соответствующие гиперплоскости 𝑡0 = const0/c и
𝑡1 = const1/c. Закрашенные области соответствует конечному объёму,
занимаемому ЭМИ со строго конечной длительностью 𝑐𝜏 . Импульс

распространяется вдоль оси 𝑧 (не изображена на рисунке). Точки 𝑧(𝑡0) и 𝑧(𝑡1)
являются передними точки фронта ЭМИ, лежащего на оси 𝑧, и по аналогии с
Гаусс-импульсом, предполагается, что луч, проходящий через данные точки,
проходит расстояние 𝑐(𝑡1 − 𝑡0) в трёхмерном пространстве. Таким образом,
точки 𝑧(𝑡0) и 𝑧(𝑡1) лежат на световом конусе, одна из образующих которого
изображена пунктирной прямой, проходящей через 𝑧(𝑡0) и 𝑧(𝑡1). Плоскости

𝑡0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡0 и 𝑡1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡1, соответствуют срезам для различных областей 𝑧, что
схематически проиллюстрировано в виде сдвига 𝑍. См. также приложение А,
где проиллюстрированы результаты моделирования различных импульсов.
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Рисунок 2.4 — ЛИМ Гауссова(G), Лагерр-Гауссова(LG, 𝑙 = 1, 𝑞 = 1),
Бессель-Гауссова(BG), Эрмит-Гауссова(HG, 𝑙 = 1, 𝑞 = 1) и Эйри-Гауссова(AG)

типов ЭМИ. 𝑤0 – перетяжка импульса в плоскости 𝑧 = 0, измеренная в
несущих длинах волн 𝜆0 = 404 нм. Численные расчёты были проведены при

фиксированной полной энергии импульса 𝜀 = 10 мДж и длительности
𝑡𝑝 = 0.539 пс или 400 периодов несущей частоты. Параметры подобраны из

соображений удобства расчётов и наглядности.
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Рисунок 2.5 — Относительное отклонение средней скорости распространения
от скорости света в вакууме для Гауссова (G), Лагерр-Гауссова (LG,

𝑙 = 1, 𝑞 = 1), Бессель-Гауссова (BG) и Эрмит-Гауссова (HG, 𝑙 = 1, 𝑞 = 1)
импульсов, как функция от длины перетяжки, измеренная в несущих длинах
волн 𝜆0 = 404 нм. Численные расчёты были проведены при фиксированной
полной энергии импульса 𝜀 = 10 мДж и длительности 𝑡𝑝 = 0.539 пс или 400

периодов несущей частоты.
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Рисунок 2.6 — ЛИМ как функция энергии для различных типов импульсов. В
данном случае длительность, несущая частота, и перетяжка импульса
𝑤0 = 10𝜆0 в плоскости 𝑧 = 0 зафиксированы. Видно, что ЛИМ линейно
зависит от энергии, что в свою очередь означает независимость средней

скорости распространения от энергии. Результаты расчётов приведены для
Гаусс (G), Лагерр-Гаусс (LG, 𝑙 = 1, 𝑞 = 1), Бессель-Гаусс (BG) и Эрмит-Гаусс
(HG, 𝑙 = 1, 𝑞 = 1. Как и раннее, длительность 𝑡𝑝 = 0.539 пс или 400 периодов

несущей частоты.
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Рисунок 2.7 — ЛИМ для случая ЭМИ Эрмита-Гаусса как функция
параметров 𝑙 для различных параметров 𝑞. Полной энергии импульса 𝜀 = 10

мДж и длительности 𝑡𝑝 = 0.539 пс, перетяжка 𝑤0 = 10𝜆0.

Рисунок 2.8 — ЛИМ для случая ЭМИ Лагерра-Гаусса как функция
параметров 𝑙 для различных параметров 𝑞. Полной энергии импульса 𝜀 = 10

мДж и длительности 𝑡𝑝 = 0.539 пс, перетяжка 𝑤0 = 10𝜆0.
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Глава 3. Лоренц инвариантная масса и перепутывание бифотонных
состояний.

Во введении была рассмотрена система двух фотонов и их ЛИМ, об
суждался способ измерения эффекта замедления, основанный на эффекте
ХОМ, где фотоны рождались в процессе СПРС. Фотоны, рождённые в раз
личных режимах СПРС, находятся в перепутанном состоянии, где степень
их перепутывания можно определить с помощью параметра Шмидта или с
помощью параметра Фёдорова, который легко измеряется в эксперименте.
Перепутывание и ЛИМ напрямую зависят от того, какой вид имеет волновая
функция бифотонов в зависимости от волновых векторов частиц. Цель данной
главы – понять связь между ЛИМ и перепутыванием состояний бифотонов,
определить режимы СПРС, для которых данная связь проявляется наиболее
существенно.

Рассмотрим систему фотонов, рождённых в нелинейном двулучепрелом
ляющем кристалле под действием классической накачки в процессе СПРС. Так
как накачка является классическим ЭМИ, то в качестве опорной точки для
сравнения с ЛИМ бифотонов найдём её ЛИМ в пересчёте на один фотон. В
качестве модели накачки рассмотрим Гауссов ЭМИ, масса которого

𝑚𝑝 tot = ℰ𝑝
𝜆𝑝

2𝜋𝑐2𝑤𝑝
. (3.1)

Здесь ℰp – энергия пучка накачки в лабораторной ИСО, 𝑤𝑝 – размер перетяжки.
Полагается приближённо ℰp = 𝑁~𝜔𝑝, где 𝑁 - число фотонов в ЭМИ накачки.
Из выражения (3.1) можно найти ЛИМ в расчёте на один фотон:

𝑚𝑝 =
~
𝑐𝑤𝑝

(3.2)

Качественно это выражение можно получить из выражений, рассматриваемых
во введении и главе (1): (15) и (1.40), (1.41) для массы ЭМИ, представимого
как совокупность фотонов, если положить угол 𝜃 равным углу дифракционной
расходимости 𝜃 = 𝜆𝑝/𝑤𝑝 ≪ 1. Так как 𝑤𝑝 ≫ 𝜆𝑝, ЛИМ накачки в расчёте на
один фотон может быть значительно меньше массы системы двух неколлине
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арных фотонов.

Рассмотрим случай частотно вырожденного режима СПРС с синхрониз
мом типа 1, где накачка распространяется в среде в виде необыкновенной вол
ны, в то время как оба излучённых (испущенных в результате распада фотона
накачки) фотона находятся в модах с обыкновенной поляризацией. Если накач
ка имеет вертикальную поляризацию, то оба излучённых фотона имеют гори
зонтальную поляризацию. Пусть частота накачки равна 𝜔𝑝, а частоты обоих
излучённых фотонов равны 𝜔𝑝/2. Пусть ось 𝑂𝑧 будет центральной осью рас
пространения накачки, а её поперечное распределение (⊥ 𝑂𝑧) будет иметь вид
Гаусс-функции с шириной 𝑤𝑝: 𝐸𝑝 ∝ exp(−�⃗� 2

⊥𝑝/2𝑤
2
𝑝). Волновая функция излучён

ных фотонов в импульсном представлении зависит от поперечных компонент
импульсов �⃗�⊥1 и �⃗�⊥2 фотонов следующим образом:

Ψ(�⃗�⊥1, �⃗�⊥2) = 𝑁 exp

[︃
−

(︁
�⃗�⊥1 + �⃗�⊥2

)︁2
𝑤 2

𝑝

2

]︃
×

sinc

[︂
𝐿𝜆𝑝
8𝜋𝑛𝑜

(︁
�⃗�⊥1 − �⃗�⊥2

)︁2]︂
, (3.3)

где sinc = sin𝑥
𝑥 , 𝐿 – длина кристалла (вдоль оси 𝑧), 𝑛𝑜 – показатель преломления

обыкновенной волны в кристалле, 𝑁 – нормировочный коэффициент. Заметим,
что анизотропия показателя преломления необыкновенной волны 𝑛𝑝 может вне
сти дополнительный член в аргумент sinc - функции:

𝑓anisotr(�⃗�⊥1,⃗𝑘⊥1) = 𝐿𝑛′𝑝(𝑘1𝑥 + 𝑘2𝑥)/4𝜋, (3.4)

где 𝑛′𝑝 – производная показателя преломления по углу 𝜗 между волновым векто
ром накачки и оптической осью кристалла 𝑂𝐴. Предполагается, что оптическая
ось 𝑂𝐴 находится в плоскости (𝑥,𝑧). Если член 𝑓anisotr не мал (∼ 1), то он игра
ет важную роль в получении аномально большой степени углового перепуты
вания фотонов в СПРС [117],[118]. В рассматриваемом случае предполагается,
что член 𝑓anisotr мал и может быть проигнорирован. Это условие выполняется
если 𝐿|𝑛′𝑝| ≪ 𝑤𝑝, где обычно |𝑛′𝑝| ∼ 0.1, что, вообще говоря, может повлиять
на величину ЛИМ. С помощью волновой функции (3.3) найдём среднее значе
ние импульса бифотонов ~ ⟨�⃗�1 + �⃗�2⟩. В силу аксиальной симметрии, поперечные
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компоненты равны ⟨�⃗�⊥ 1 + �⃗�⊥ 2⟩ = 0, в то время как продольная компонента с
учетом параксиального приближения имеет вид:

⟨𝑘𝑧 1 + 𝑘𝑧 2⟩ =
𝜔𝑝

𝑐
− 𝑐

2𝜔𝑝

[︁
⟨(�⃗�⊥ 1 + �⃗�⊥ 2)

2⟩+ ⟨(�⃗�⊥ 1 − �⃗�⊥ 2)
2⟩
]︁
=

𝜔𝑝

𝑐
− 𝑐

2𝜔𝑝

[︀
⟨�⃗� 2

+⟩+ ⟨�⃗� 2
−⟩
]︀
, (3.5)

где �⃗�± = �⃗�⊥ 1 ± �⃗�⊥ 2. В терминах 2𝐷-векторов �⃗�+ и �⃗�− их среднее ⟨...⟩ =
1
4

∫︀
𝑑�⃗�+𝑑�⃗�−|Ψ|2(...), 1

4 – Якобиан перехода от переменных �⃗�⊥ 1, �⃗�⊥ 2 к 𝑞+, 𝑞−. В
итоге для квадрата волновой функции (3.3) получаем:

|Ψ|2 = 𝑁 2 exp
(︀
−�⃗� 2

+𝑤
2
𝑝

)︀
sinc2

[︂
𝐿𝜆𝑝
8𝜋𝑛𝑜

�⃗� 2
−

]︂
, (3.6)

где полученное выражение факторизуется относительно переменных �⃗�+ и �⃗�−,
что удобно для вычисления средних значений.

С учетом условия нормировки волновой функции, нормировка 𝑁 вычис
ляется как:

1

4

∫︁
𝑑�⃗�+

∫︁
𝑑�⃗�−|Ψ|2 = 1. (3.7)

Интегралы по �⃗�+ и �⃗�− в (3.6) по отдельности равны:∫︁
𝑑�⃗�+ exp

(︀
−�⃗� 2

+𝑤
2
𝑝

)︀
= 𝜋/𝑤2

𝑝∫︁
𝑑�⃗�−sinc

2

[︂
𝐿𝜆𝑝
8𝜋𝑛𝑜

�⃗� 2
−

]︂
=

8𝜋2𝑛𝑜
𝐿𝜆𝑝

∫︁ ∞

0

𝑑𝑥 sinc2(𝑥) =
4𝜋3𝑛𝑜
𝐿𝜆𝑝

, (3.8)

где учтено, что
∫︀∞
0 𝑑𝑥 sinc2(𝑥) = 𝜋/2. Комбинируя вместе полученные резуль

таты расчётов (3.7),(3.8) и используя (3.6) получаем равенство для константы
нормировки 𝑁 :

𝑁 =
𝑤𝑝

𝜋2

√︂
𝐿𝜆𝑝
𝑛𝑜

. (3.9)

Далее, найдём выражения для средних ⟨�⃗� 2
+⟩ и ⟨�⃗� 2

−⟩ в уравнении (3.5). Значение
⟨�⃗� 2

+⟩ определяется через интеграл от экспоненциальной функции в выражении
(3.6), что даёт:

⟨�⃗� 2
+⟩ =

1

𝑤2
𝑝

. (3.10)
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Слагаемое ⟨�⃗� 2
−⟩ может быть сведено к следующему интегралу:

⟨�⃗� 2
−⟩ =

8𝜋𝑛𝑜
𝐿𝜆𝑝

∫︁ ∞

0

𝑥 sinc2(𝑥) 𝑑𝑥, (3.11)

где 𝑥 – переменная интегрирования, равная аргументу sinc-функции в уравне
нии (3.6). Интеграл в (3.11) расходится логарифмически при 𝑥→ ∞, но данная
расходимость связана с использованием параксиального приближения. Факти
чески, данное приближение верно, если имеют место условия:

|𝑘⊥ 1, 2| ≪
𝜔𝑝

2𝑐
, |𝑞−| ≪

𝜔𝑝

𝑐
, 𝑥≪ 𝑥max =

𝐿𝜆𝑝
8𝜋𝑛𝑜

(
𝜔𝑝

𝑐
)2. (3.12)

Таким образом, для интегралов в выражении (3.11) можно привести следую
щую оценку, исходя из применимости условий (3.12):∫︁ 𝑥max

1

sin2 𝑥 𝑑𝑥/𝑥 =
1

2
ln(𝑥max) (3.13)

Используя полученные результаты, итоговый результат для ⟨�⃗� 2
−⟩ можно задать

равенством:

⟨�⃗� 2
−⟩ =

4𝜋𝑛𝑜
𝐿𝜆𝑝

ln

(︂
𝜋𝐿

2𝑛𝑜𝜆𝑝

)︂
. (3.14)

Скомбинированные вместе (3.5), (3.10) и (3.14) задают следующее выражение
для среднего импульса бифотона (умноженного на константу скорости света в
вакууме 𝑐):

⟨𝑐(𝑝𝑧 1 + 𝑝𝑧 2)⟩ = ~𝜔𝑝 − 𝑐 𝛿𝑝, (3.15)

где 𝛿𝑝 задаётся выражением:

𝛿𝑝 =
~ 𝑐
2𝜔𝑝

[︂
1

𝑤2
𝑝

+
4𝜋𝑛𝑜
𝐿𝜆𝑝

ln

(︂
𝜋𝐿

2𝑛𝑜𝜆𝑝

)︂]︂
. (3.16)

Очевидно, что длина волны накачки 𝜆𝑝 ≪ {𝑤𝑝, 𝐿}, в любом случае 𝑐𝛿𝑝≪ ~𝜔𝑝,
и, так как энергия бифотона ℰ2

bph = (~𝜔𝑝)
2, то:

ℰ2 − ⟨𝑐(𝑝𝑧 1 + 𝑝𝑧 2)⟩ 2 ≈ 2~𝜔𝑝𝑐 𝛿𝑝 (3.17)
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Таким образом, окончательное выражение для ЛИМ имеет вид:

𝑚biph =
~
𝑐

[︂
1

𝑤2
𝑝

+
4𝜋𝑛𝑜
𝐿𝜆𝑝

ln

(︂
𝜋𝐿

2𝑛𝑜𝜆𝑝

)︂]︂1/2
. (3.18)

Поперечные импульсы бифотонов �⃗�⊥1 и �⃗�⊥2 представляют собой
2𝐷-непрерывные переменные. Степень перепутывания для поперечных
переменных может быть найдена [119] с помощью параметра Шмидта 𝐾.
Расчёт 𝐾 особенно прост в случае волновых функций, представляющих собой
двойные Гаусс-функции. Для произвольных волновых функций его нахождение
может быть затруднено, но существует способ экспериментального определения
данного параметра. Он состоит в определении соотношения ширин безусловной
и условной плотностей вероятностей детектирования фотонов, зависящих от
переменных одной или двух частиц. Данный параметр известен как параметр
Фёдорова 𝑅, который в в некоторых случаях в точности совпадает с пара
метром Шмидта 𝐾 [120] или близок к нему [121]. В эксперименте необходимо
расщепить исходный пучок фотонов на два канала и проделать два типа
измерений. В первом случае, измерения проводятся с помощью детектора,
считывающего фотоны в сканирующем режиме только для одного канала, где
строятся одночастичные распределения. Во втором типе измерений, исполь
зуются детекторы, расположенные в разных каналах, где один осуществляет
сканирование, а другой сохраняет постоянную позицию. Схема измерений
настроена так, что учитываются только совпадающие сигналы. В таком
режиме измерений получают плотность условного распределения и измеряют
его ширину. Отношение ширин распределений в обоих типах измерений и есть
параметр Фёдорова 𝑅.

Квадрат волновой функция имеет вид произведения двух слагаемых, одно
из которых зависит от суммы, а другое от разности переменных. Если обозна
чить ширины этих распределений как 𝑎 и 𝑏 соответственно, то ширины, полу
чаемые в измерениях по схеме совпадений и одночастичных измерениях, равны
соответственно min{𝑎, 𝑏} и max{𝑎, 𝑏}. Следовательно, параметр Фёдорова ра
вен 𝑅 = max{𝑎, 𝑏}/min{𝑎, 𝑏}. Применяя этот метод к волновой функции (3.3),
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зависящей от 𝑘1,𝑥, 𝑘2,𝑥, получаем:

𝑎 = 1/𝑤𝑝, 𝑏 = 2𝜋
√︁
𝑛𝑜/𝐿𝜆𝑝 (3.19)

Применим рассмотренное выше определение степени перепутывания, заданное
с помощью числа Шмидта и параметра Фёдорова, к бифотонам, рассматривае
мым в рамках настоящего раздела:

𝐾 ∼ 𝑅 =
Δ𝑘

(𝑠)
1,𝑥

Δ𝑘
(𝑐)
1,𝑥

∼
max

{︁
1/𝑤𝑝 , 2𝜋

√︀
𝑛𝑜/𝐿𝜆𝑝

}︁
min

{︁
1/𝑤𝑝 , 2𝜋

√︀
𝑛𝑜/𝐿𝜆𝑝

}︁ . (3.20)

Как видно из выражения (3.20), степень перепутывания значительно увеличи
вается (по сравнению, например с 𝐾 = 1, когда перепутывание отсутствует
вовсе), если выполнены условия 𝑤𝑝 ≪

√︀
𝐿𝜆𝑝 или 𝑤𝑝 ≫

√︀
𝐿𝜆𝑝. Для второго из

данных условий предполагается, что кристалл тонкий по сравнению с дифрак
ционной длиной накачки 𝐿 ≪ 𝑤2

𝑝/𝜆𝑝 ≡ 𝐿𝑑. При выполнении данного условия
имеет место следующее выражение для степени перепутывания:

𝐾 ∼ 𝑅short L ∼
2𝜋𝑤𝑝

√
𝑛𝑜√︀

𝐿𝜆𝑝
≫ 1. (3.21)

Сравнение полученного (3.21) выражения и (3.18) позволяет установить связь
между ЛИМ и степенью перепутывания:

𝑚biph =
~
𝑐𝑤𝑝

[︂
1 +

𝐾2

𝜋
ln

(︂
𝜋𝐿

2𝑛𝑜𝜆𝑝

)︂]︂1/2
≈ ~𝐾

2𝑐𝑤𝑝

√︃
1

𝜋
ln

(︂
𝜋𝐿

2𝑛𝑜𝜆𝑝

)︂
≫ ~

2𝑐𝑤𝑝
. (3.22)

Как видно из (3.22), в случае если 𝐿 ≪ 𝑤2
𝑝/𝜆𝑝 ≡ 𝐿𝑑, ЛИМ бифотонного со

стояния (3.3) и степень перепутывания 𝐾 прямо пропорциональны друг другу.
Тем не менее, такая связь не является универсальной. В случае сильно сфоку
сированной накачки 𝐿 ≫ 𝐿𝑑 = 𝑤2

𝑝/𝜆𝑝 степень перепутывания также высока:
𝐾 ∼

√︀
𝐿/𝐿𝑑 ≫ 1, но в таком случае ЛИМ согласно (3.18) почти не зависит

от степени перепутывания и определяется через обратную длину перетяжки
пучка накачки 𝑚biph = ~/𝑐𝑤𝑝. Таким образом, приведенный анализ позволя
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ет заключить, что существуют условия (режимы СПРС), при которых систе
ма двух фотонов обладает большим перепутыванием и большой ЛИМ и эти
величины прямо пропорциональны друг другу. Прямые измерения ЛИМ для
бифотонов весьма сложны, но могут быть сделаны косвенно, например, посред
ством измерения средней скорости распространения, основанной на квантовой
интерферометрии. Таким образом, предложенная взаимосвязь формирует аль
тернативную возможность измерения ЛИМ системы двух фотонов и эффекта
замедления.
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Глава 4. Режимы спонтанного параметрического рассеяния света и
квантовая интерферометрия

Настоящая глава посвящена квантовой интерференции состояний бифо
тонов на основе эффекта ХОМ. Показаны способы того, как можно подобрать
специальный режим СПРС, в котором возникают осцилляции, приводящие к
подавлению эффекта ХОМ. Косвенные измерения ЛИМ и средней скорости рас
пространения бифотонов, основанные на эффекте квантовой интерференции,
требуют знания режимов процесса СПРС для максимальной эффективности и
точности измерений. В данной секции рассматриваются особенности квантовой
интерференции в схеме ХОМ в зависимости от параметров, определяющих
различные режимы СПРС. Решение данной задачи достигается с помощью
нахождения вероятностей детектирования фотонов в ХОМ в зависимости от
параметров невырожденности и неколлинеарности.

Общий вид волновой функции бифотонов в процессе СПРС с синхрониз
мом типа 1 имеет вид:

Ψ = 𝐶𝑁𝐸𝑝

(︁
�⃗�p

)︁
sinc(𝐿Δ/2), (4.1)

где 𝐸𝑝 и Δ – амплитуда напряжённости поля накачки и фазовая отстройка
соответственно, 𝐶𝑁 – нормировка волновой функции. В общем случае 𝐸𝑝 и Δ

зависят от угловых и частотных переменных обоих испущенных фотонов. Пред
полагается, что спектр накачки и испущенных фотонов узкий и сконцентриро
ван около соответствующих центральных частот 𝜔(𝑐)

𝑝 ≡ 𝜔0, 𝜔
(𝑐)
1 = 𝜔ℎ (верхняя) и

𝜔
(𝑐)
2 = 𝜔𝑙 (нижняя). В общем случае центральные частоты испущенных фотонов
𝜔ℎ и 𝜔𝑙 могут быть различными, но их сумма должна быть равна центральной
частоте накачки 𝜔ℎ+𝜔𝑙 = 𝜔0, что отражает закон сохранения в процессе СПРС.
Случай 𝜔ℎ ̸= 𝜔𝑙 соответствует частотно-невырожденному режиму СПРС. Сте
пень невырожденности можно охарактеризовать безразмерным параметром 𝜉

(0 ≤ 𝜉 < 1):
𝜉 =

𝜔ℎ − 𝜔𝑙

𝜔0
. (4.2)
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В терминах данного параметра, частоты испущенных фотонов задаются в сле
дующем виде:

𝜔ℎ,𝑙 = 𝜔0
1± 𝜉

2
и 𝜆

(𝑐)
± =

2𝜋𝑐

𝜔ℎ,𝑙
=

2𝜆
(𝑐)
𝑝

1± 𝜉
, (4.3)

где 𝜆(𝑐)+ и 𝜆(𝑐)− – центральные длины волн высокочастотного и низкочастотного
фотонов. Для начала рассмотрим режим частотно-невырожденного коллинеар
ного режима СПРС с частотами испущенных фотонов, равными в точности 𝜔ℎ

и 𝜔𝑙. В этом случае фазовая расстройка Δ задаётся выражением:

Δ0 = 𝑘𝑝 − 𝑘1 − 𝑘2 =
2𝜋

𝜆𝑝

(︁
𝑛𝑝(𝜙0)− 𝑛

(𝑜)
eff (𝜉)

)︁
, (4.4)

где 𝑘𝑝, 𝑘1 и 𝑘2 – абсолютные значения волновых векторов накачки и испущен
ных фотонов внутри кристалла соответственно, 𝑛𝑝(𝜙0) – показатель прелом
ления волны накачки распространяющейся вдоль оси 𝑧, 𝜙0 – угол между оп
тической осью кристалла и осью 𝑂𝑧. Эффективный показатель преломления
𝑛
(𝑜)
eff (𝜉) обыкновенной волны, введённый в (4.4), позволяет оперировать (4.4) и

в случае частотно-вырожденного режима Δdeg
0 = (2𝜋/𝜆𝑝)(𝑛𝑝 − 𝑛𝑜). Обозначим

𝑛𝑜 = 𝑛𝑜(2𝜆𝑝) – показатель преломления обыкновенной волны в зависимости от
удвоенной длины волны накачки. Для невырожденного режима эффективный
показатель преломления имеет вид

𝑛
(𝑜)
eff (𝜉) =

1 + 𝜉

2
𝑛𝑜

(︂
2𝜆𝑝
1 + 𝜉

)︂
+

1− 𝜉

2
𝑛𝑜

(︂
2𝜆𝑝
1− 𝜉

)︂
. (4.5)

В качестве примера рассмотрим конкретные параметры накачки и кристалла
BBO: 𝐿 = 0.5 см, 𝜆𝑝 = 0.4047мкм. Для данных параметров зависимость
𝑛
(𝑜)
eff (𝜉) проиллюстрирована на рисунке (4.1). Откуда можно заключить, что

максимальное значение параметра невырожденности 𝜉 для испущенных
фотонов в области прозрачности кристалла BBO равно 𝜉max = 0.9391 и
соответствует максимально достигаемой длине волны для низко-частотных
фотонов 𝜆− max = 13.29мкм. Если фазовая отстройка Δ0 (4.4) становится
равной нулю, то имеет место коллинеарный частотно-невырожденный режим
СПРС, что эквивалентно условию 𝑛𝑝(𝜙0) = 𝑛

(𝑜)
eff (𝜉). Решение этого уравнения

𝜙
(Coll)
0 (𝜉) приведено на рисунке (4.2). Все точки на кривой, соответствуют

парам параметров (𝜙0,𝜉), для которых процесс СПРС является коллинеарным.
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Рисунок 4.1 — Эффективный показатель преломления 𝑛(𝑜)eff как функция
параметра невырожденности 𝜉

Таким образом, коллинеарный режим СПРС имеет место во всём интервале
от 𝜙(Coll)

0 min = 0.37734 до 𝜙(Coll)
0 max = 0.678486, но только при выборе определённого

значения параметра невырожденности.

Рассмотрим случай Δ0 = 2𝜋
𝜆𝑝
(𝑛𝑝(𝜙0) − 𝑛

(𝑜)
eff (𝜉)) < 0. Данный отрицатель

ный член может быть скомпенсирован положительным членом, определяемым
первым членом разложения фазовой отстройки как функции поперечных ком
понент волновых векторов испущенных фотонов:

Δ⊥
1 =

(�⃗�1⊥ − �⃗�2⊥)
2

8

(︂
1

𝑘1
+

1

𝑘2

)︂
. (4.6)

Для любой выбранной плоскости (𝑥,𝑧) справедливы равенства:

𝑘1,2𝑥 =
𝜋

𝜆𝑝
(1± 𝜉)𝜃1,2𝑥 ≡

𝜋

𝜆𝑝
̃︀𝜃1,2𝑥, (4.7)

где 𝜃1,2𝑥 – углы между направлением распространения испущенных фотонов
и осью 𝑂𝑧 в свободном пространстве вне кристалла. Обозначение ̃︀𝜃1,2𝑥 =

(1 ± 𝜉) 𝜃1,2𝑥 использовано для упрощения вида выражений в промежуточных
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Рисунок 4.2 — Угол 𝜙(Coll)
0 в зависимости от (𝜉) (между осью кристалла и

направлением распространения накачки - осью 0𝑧), при котором процесс
СПРС является коллинеарным, но частотно невырожденным. Если угол
𝜙0 > 𝜙

(Coll)
0 , то имеет место неколлинеарный и частотно-невырожденный

режим СПРС. Для углов 𝜙0 < 0.37734 процесс СПРС невозможен для любого
параметра невырожденности 𝜉.

выкладках. В отличии от 𝑘1,2𝑥, слагаемые 1/𝑘1 и 1/𝑘2 в (4.6) – абсолютные значе
ния волновых векторов фотонов внутри кристалла. С учётом соответствующих
показателей преломления для каждого волнового вектора получаем:

1

𝑘1
+

1

𝑘2
=

2𝜆𝑝
𝜋𝑁eff(𝜉)

Δ⊥
1 =

𝜋

4𝜆𝑝

(̃︀𝜃1𝑥 − ̃︀𝜃2𝑥)2
𝑁eff(𝜉)

, (4.8)

где функция 𝑁eff(𝜉) задаётся выражением:

𝑁eff(𝜉) =
(1− 𝜉2)𝑛𝑜

(︁
2𝜆𝑝

1+𝜉

)︁
𝑛𝑜

(︁
2𝜆𝑝

1−𝜉

)︁
𝑛eff(𝜉)

, (4.9)

Стоит отметить, что 𝜉 ̸= 0, 𝑁eff(𝜉) ̸= 𝑛eff(𝜉), хотя 𝑁eff(0) = 𝑛eff(0) = 𝑛𝑜(2𝜆𝑝).
Слагаемое Δ0 (4.4) для фазовой отстройки удобно представить виде:

Δ0 =
2𝜋

𝜆𝑝
(𝑛𝑝(𝜙0)− 𝑛

(𝑜)
eff (𝜉)) = − 𝜋

𝜆𝑝

𝜃20(𝜉,𝜙0)

𝑁eff(𝜉)
. (4.10)
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Выражение (4.10) является определением функции 𝜃20(𝜉,𝜙0), которая явно зада
ётся в следующей форме:

𝜃20(𝜉,𝜙0) = 2𝑁eff(𝜉)
(︁
𝑛
(𝑜)
eff (𝜉)− 𝑛𝑝(𝜙0)

)︁
. (4.11)

Выражения (4.8) и (4.10) объединённые вместе позволяют определить зависи
мость sinc-функции от угловых переменных в волновой функции (4.1):

Ψsinc ∝ sinc

[︃
(̃︀𝜃1𝑥 − ̃︀𝜃2𝑥)2 − 4𝜃20

8𝜃0(𝛿𝜃)𝐿

]︃
≈

sinc

[︃̃︀𝜃1𝑥 − ̃︀𝜃2𝑥 − 2𝜃0
2(𝛿𝜃)𝐿

]︃
+ sinc

[︃̃︀𝜃1𝑥 − ̃︀𝜃2𝑥 + 2𝜃0
2(𝛿𝜃)𝐿

]︃
, (4.12)

где

(𝛿𝜃)𝐿 =
𝜆𝑝
𝜋𝐿

𝑁eff

𝜃0
=

𝜆𝑝
2𝜋𝐿

𝜃0

𝑛
(𝑜)
eff − 𝑛𝑝

. (4.13)

В (4.12) sinc - функция с аргументом, квадратичным по (̃︀𝜃1𝑥 − ̃︀𝜃2𝑥) заменена
суммой двух sinc-функций с аргументами, линейными по сумме и разности уг
лов ̃︀𝜃1𝑥 − ̃︀𝜃2𝑥 ± 2𝜃0. Это известное приближение [122], которое справедливо в
случае достаточной степени неколлинеарности 𝜃0 ≫ (𝛿𝜃)𝐿 или при выполнении
условия

𝑛
(𝑜)
eff − 𝑛𝑝 ≫

𝜆𝑝
2𝜋𝐿

∼ 10−4, (4.14)

что естественно имеет место в реальном эксперименте. Для получения полной
волновой функции необходимо умножить (4.12) на член 𝐸𝑝, характеризующий
накачку и зависящий от углов:

𝐸angle
𝑝 ∝ exp

[︂
−𝜋

2𝑤2

2𝜆2𝑝
(̃︀𝜃1𝑥 + ̃︀𝜃2𝑥)2]︂ , (4.15)

где 𝑤, как и ранее, размер перетяжки пучка накачки. Оба этих фактора опреде
ляют зависимость центральных значений углов ̃︀𝜃1𝑥 и ̃︀𝜃2𝑥: ̃︀𝜃1𝑥 = ±𝜃0 и ̃︀𝜃2𝑥 = ∓𝜃0.
Тем не менее, ̃︀𝜃1,2𝑥 всё ещё не истинное направление распространения испущен
ных фотонов. В соответствии с (4.7), истинное направление распространения
фотонов задаётся как: 𝜃1𝑥 = 𝜃0/(1+ 𝜉) и 𝜃2𝑥 = 𝜃0/(1− 𝜉) или 𝜃1𝑥 = 𝜃0/(1− 𝜉) и
𝜃2𝑥 = 𝜃0/(1 + 𝜉). Для (𝑥,𝑧) плоскости, выбранной произвольно, эти уравнения
определяют два конуса распространения фотонов - внешний и внутренний, где
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Рисунок 4.3 — Внутренний, внешний конусы и их угол раскрытия (равный
половине угла раствора конуса) (4.16). Стрелки указывают положения

фотонов в выбранной паре. Азимутальный угол 𝛼 принимает значения от 0 до
2𝜋.

оси конусов совпадают с направлением распространения 𝑂𝑧, а углы раскрытия
конусов равны:

𝜃outer ≡ 𝜃− =
𝜃0

1− 𝜉
, 𝜃inner ≡ 𝜃+ =

𝜃0
1 + 𝜉

. (4.16)

Во всех случаях низкочастотные фотоны распространяются вдоль внешнего
конуса, а высокочастотные вдоль внутреннего. В каждой паре фотонов их на
правления распространения принадлежат противоположным диаметрам сече
ния конуса плоскостью, перпендикулярной оси 𝑧 (рисунок 4.3). Несмотря на то,
что функция 𝜃0 ≡ 𝜃0(𝜉,𝜙0) сама по себе не является реальным углом раскры
тия конусов распространения фотонов, она может служить в качестве парамет
ра, характеризующего степень неколлинеарности, аналогично тому как 𝜉 (4.2)
служит характеристикой невырожденности. Тогда выражение (4.11) (вместе с
выражениями (4.5) и (4.9)) может рассматриваться в качестве уравнения, уста
навливающего связь между степенями неколлинеарности и невырожденности.
На графике 4.4 построены зависимости углов 𝜃0, 𝜃+ и 𝜃− от параметра невырож
денности 𝜉 для различных значений угла 𝜙0 между оптической осью кристалла
и направлением распространения накачки 𝑂𝑧.

Таким образом, для любых заданных 𝜉 и 𝜙0, фотоны в паре имеют
следующие центральные частоты и углы раскрытия конусов: (𝜔ℎ,𝜃 inner) и
(𝜔𝑙,𝜃 outer). Для значений 𝜙0 не близких к 𝜙0 min = 0.37734 (см. (4.2)) оба угла
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Рисунок 4.4 — Функции 𝜃−(𝜉), 𝜃+(𝜉) и 𝜃0(𝜉) (пунктирные линии) для значений
𝜙0 = 0.7 (1), 0.5007589 (2), 0.46 (3) и 0.39 (4).

раскрытия конусов 𝜃±(𝜉) и центральные частоты испущенных фотонов 𝜔ℎ,𝑙(𝜉)

изменяются непрерывно с изменением параметра невырожденности 𝜉 в широ
ких диапазонах. Это означает, что в общем случае фотоны находятся в модах с
различными частотами и направлениями, напоминая радугу. Тем не менее, так
как центральные частоты испущенных фотонов зависят от 𝜉, можно выбрать
пару фотонов с определённым параметром невырожденности с помощью
установленных спектральных фильтров с пропускающими частотами около
𝜔ℎ = 𝜔0

1+𝜉
2 и 𝜔𝑙 = 𝜔0 − 𝜔ℎ = 𝜔0

1−𝜉
2 . Эти фильтры позволят автоматически за

фиксировать моды фотонов, распространяющиеся вдоль двух конусов с углами
раскрытия 𝜃inner(𝜉) и 𝜃outer(𝜉) (4.16) и с 𝜉 = 1

2(𝜔ℎ −𝜔𝑙). Другой способ получить
тот же результат – провести угловую селекцию фотонов. Для обоих углов
раскрытия конусов 𝜃− и 𝜃+, разница между которыми зависит от параметра
невырожденности, угловая селекция реализуется с помощью щелей. Пример
установки щелей представлен схематично на рисунке (4.5), где угол между
оптической осью и осью 𝑂𝑧 выбран равным 𝜙0 = 0.5007589. В данном примере
при 𝜉 = 0 рассматривается коллинеарный режим СПРС и не коллинеарный при
𝜉 > 0. Расстановка щелей выбрана так, что параметр невырожденности получа
ется равным 𝜉0 = 0.2. Рисунок (4.5(𝑏)) представляет собой ту же самую схему
измерений с четырьмя щелям, где изображены наблюдаемые конусы. Заметим,
что селекция фотонов может быть осуществлена не только при помощи щелей,
но также и при помощи других оптических приспособлений, например опти
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Рисунок 4.5 — (𝑎) Углы раскрытия конусов для 𝜙0 = 0.5007589 и позиций
щелей, дающих параметр невырожденности 𝜉0 = 0.2. Пунктирные линии со

стрелками обозначают пары щелей, через которые распространяются фотоны
всех заданных пар.(𝑏) То же самое в случае наблюдаемых конусов.

Сопряженные щели для отобранных пар фотонов отмечены скобкой со
стрелками.

ческих волокон, установленных в определённых местах, делителей пучков и т.д.

Ранее в данном подразделе предполагалось, что частоты фотонов задают
ся в точности 𝜔ℎ или 𝜔𝑙. На практике же частоты не являются строго фикси
рованными. Тем не менее, можно найти линейную поправку по отношению к
центральным частотам:

Δ
(freq)
1 = (𝑘𝑝 − 𝑘1 − 𝑘2)

(1) =

𝐴𝑝(𝜔1 + 𝜔2 − 𝜔0)− 𝐴ℎ(𝜔1 − 𝜔ℎ)− 𝐴𝑙(𝜔2 − 𝜔𝑙)

𝑐
, (4.17)
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где параметры 𝐴ℎ и 𝐴𝑝 задаются следующим образом:

𝐴ℎ = 𝑐
𝑑𝑘1
𝑑𝜔1

⃒⃒⃒
𝜔1=𝜔ℎ

=
𝑐

v
(𝑝)
𝑔𝑟

, 𝐴𝑙 = 𝑐
𝑑𝑘2
𝑑𝜔2

⃒⃒⃒
𝜔2=𝜔𝑙

=
𝑐

v
(𝑙)
𝑔𝑟

𝐴𝑝 = 𝑐
𝑑𝑘𝑝
𝑑𝜔𝑝

⃒⃒⃒
𝜔𝑝=𝜔0

=
𝑐

v
(𝑝)
𝑔𝑟

. (4.18)

В данных выражениях v
(𝑝)
𝑔𝑟 , v(ℎ)𝑔𝑟 и v

(𝑝)
𝑔𝑟 – групповые скорости накачки высокоча

стотного и низкочастотного фотонов в внутри кристалла. Частотный вклад в
отстройку фазы (4.17) записывается в виде:

Δ
(freq)
1 = 𝐴+(𝜔1 + 𝜔2 − 𝜔0)− 𝐴−(𝜔1 − 𝜔2 − 𝜉𝜔0), (4.19)

где обозначено

𝐴+ = 𝐴𝑝 −
𝐴ℎ + 𝐴𝑙

2
, 𝐴− =

𝐴ℎ − 𝐴𝑙

2
. (4.20)

Данное приближение становится недостаточным, если 𝜉 → 0, т.е. в частотно
вырожденном режиме СПРС. В данном режиме оба испущенных фотона
становятся идентичными, и их групповые скорости совпадают, а 𝐴− в (4.19,
4.20) становится равным нулю. Это означает, что в частотно-вырожденном
режиме Δ

(freq)
1 зависимость от 𝜔1 − 𝜔2 исчезает. Требуется рассмотреть дис

персию, т.е. более малые поправки второго порядка по отстройке, зависящей
от частоты. Подобная процедура была проделана в статьях [123; 124]. Однако
в настоящей работе подразумевается, что центральные частоты и групповые
скорости обоих испущенных фотонов отличны друг от друга, в силу чего
зависимость отстройки от разности частот присутствует уже в первом порядке
и малые поправки второго порядка не требуются. Функции 𝐴+(𝜉;𝜙0) и 𝐴−(𝜉)

представлены на рисунке (4.6). Из данного рисунка следует, что функция
𝐴−(𝜉) обращается в нуль не только при 𝜉 = 0, но и в точке 𝜉 = 0.8142. Как
отмечалось ранее, данная точка является особенной, так как в ней зависимость
𝑛eff(𝜉) достигает максимума (Рис. 4.1), а 𝜙Coll

0 (𝜉) (Рис. 4.2) достигает минимума.
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Рисунок 4.6 — Функции 𝐴−(𝜉) и 𝐴+(𝜙0,𝜉), где для 𝐴+(𝜙0,𝜉) выбраны
следующие значения 𝜙0 = 0.37734 (1), 0.500578 (2) и 0.7 (3).

Резюмируя, с учётом всех ранее приведенных выкладок и рассуждений,
получаем волновую функцию в зависимости от угловых и частотных координат

Ψ ∝ exp

[︂
−(𝜔1 + 𝜔2 − 𝜔0)

2𝜏 2

2

]︂
×

exp

[︃
−(̃︀𝜃1𝑥 + ̃︀𝜃2𝑥)2𝑤2𝜋2

2𝜆2𝑝

]︃
sinc

{︃̃︀𝜃1𝑥 − ̃︀𝜃2𝑥 − 2𝜃0
(𝛿𝜃)𝐿

+

𝐿

2𝑐

[︁
𝐴+(𝜔1 + 𝜔2 − 𝜔0)− 𝐴−(𝜔1 − 𝜔2 − 𝜉𝜔0)

]︁}︃
×

𝐹𝑠𝑙(𝜃1𝑥 − 𝜃+)𝐹𝑠𝑙(𝜃2𝑥 + 𝜃−)

+
(︁
1 � 2

)︁
, (4.21)

где 𝜏 – длительности ЭМИ накачки, 𝐹𝑠𝑙 – функции, задающие пространствен
ный форм-фактор щелей. Символ

(︁
1 � 2

)︁
ответственен за симметризацию

(4.21), которая осуществляется с помощью перестановки индексов угловых и
частотных переменных 𝜃1,2𝑥 → 𝜃2,1𝑥 и 𝜔1,2 → 𝜔2,1. Волновая функция в вы
ражении (4.21) соответствует измерениям в заданной плоскости (𝑥,𝑧). Слу
чай, когда открыты только две из четырёх щелей представлены на рисунке
(4.7). Предположим, что ширина щелей (𝛿𝜃)𝑠𝑙 меньше чем (𝛿𝜃)𝐿. При этом
условии (𝛿𝜃)𝑠𝑙/(𝛿𝜃)𝐿 ≪ 1 и угловыми переменными в аргументе sinc мож
но пренебречь. Более того, если не требуется подробный анализ узких угло
вых распределений фотонов после прохождения щелей, можно указать только
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Рисунок 4.7 — Схема измерений с двумя щелями в плоскости (𝑥,𝑧).

направления распространения фотонов под положительным или отрицатель
ным углом. Математически это означает, что произведение форм-факторов ще
лей 𝐹𝑠𝑙(𝜃1𝑥 − 𝜃+)𝐹𝑠𝑙(𝜃2𝑥 + 𝜃−) можно заменить на произведение двух столбцов(︀
1
0

)︀
1

(︀
0
1

)︀
2
, соответствующим 𝜃𝑥 > 0 и 𝜃𝑥 < 0 соответственно. Подобная замена

значительно упрощает вид результирующей волновой функции. Дальнейшее
упрощение возможно с помощью подбора параметров накачки. Пусть выпол
нено приближение длинных импульсов накачки 𝜏 ≫ 𝜏𝑔𝑟, где 𝜏𝑔𝑟 = 𝐿|𝐴+|/2𝑐 –
характерное время, связанное с разницей групповых скоростей накачки и ис
пущенных фотонов. Положив 𝐴+ ∼ 0.3 (см. (4.17), (4.18), (4.20) и (4.21)), что
соответствует 𝜏𝑔𝑟 ∼ 0.1 ps. Следовательно, импульсы накачки можно рассматри
вать как длинные в пикосекундных и более длительных диапазонах. Импульсы
накачки считаются короткими для фемтосекундных значений длительности.
Случай длинных импульсов накачки 𝜏𝑔𝑟/𝜏 ≪ 1 соответствует малым значе
ниям ∝ 𝐴+𝜈+ в аргументе sinc - функции в выражении (4.21). В результате,
упрощённый вид волновой функция принимает вид:

Ψ(𝜔1,𝜔2) = Φ(𝜔1,𝜔2)

(︃
1

0

)︃
1

(︃
0

1

)︃
2

+

Φ(𝜔2,𝜔1)

(︃
0

1

)︃
1

(︃
1

0

)︃
2

, (4.22)
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где

Φ(𝜔1,𝜔2; 𝜉) ∝ exp

[︂
−(𝜔1 + 𝜔2 − 𝜔0)

2𝜏 2

2

]︂
×

sinc

[︂
𝐿𝐴−

2𝑐
(𝜔1 − 𝜔2 − 𝜉𝜔0)

]︂
𝑒𝑖𝜔1Δ𝑡, (4.23)

где Δ𝑡 обозначает задержку во времени фотонов, распространяющихся в
области с положительными 𝜃𝑥. Эта временная задержка введена для анализа
эффекта ХОМ, который будет рассмотрен далее.

Двухчастотная волновая функция в (4.22), (4.23) может быть использо
вана для нахождения временного представления волновой функции ̃︀Ψ(𝑡1,𝑡2),
определяемой как Фурье–образ Ψ(𝜔1,𝜔2):

̃︀Ψ(𝑡1,𝑡2) =

∫︁
𝑑𝜔1𝑑𝜔2Ψ(𝜔1,𝜔2)𝑒

𝑖(𝜔1𝑡1+𝜔2𝑡2), (4.24)

где 𝑡1 и 𝑡2 могут быть интерпретированы как времена попадания испущенных
фотонов на детектор или делитель пучка. Интегралам в (4.24) можно придать
аналитическую форму, если моделировать sinc(𝑥) с помощью Гаусс-функции
𝑒−𝛼𝑥2, где параметр 𝛼 = 0.19292 определяется через условие равенства ширины
на половине высоты обеих функций sinc(𝑥) и 𝑒−𝛼𝑥2. Результат интегрирования
представим в виде:

̃︀Ψ(𝑡1,𝑡2) = 𝑁

{︃
𝐹 (𝑡1,𝑡2)

(︃
1

0

)︃
1

(︃
0

1

)︃
2

+

𝐹 (𝑡2,𝑡1)

(︃
0

1

)︃
1

(︃
1

0

)︃
2

}︃
, (4.25)

где 𝑁 – нормировочная константа. Функция 𝐹 (𝑡1,𝑡2) задана в следующем виде:

𝐹 2 slits(𝑡1,𝑡2) = exp

[︂
𝑖𝜉𝜔0

2
(𝑡1 − 𝑡2 +Δ𝑡)

]︂
×

exp

[︂
−(𝑡1 + 𝑡2 +Δ𝑡)2

8𝜏 2
− (𝑡1 − 𝑡2 +Δ𝑡)2

4𝛼𝐿2𝐴2
−/𝑐

2

]︂
. (4.26)
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Нормировка волновой функции ̃︀Ψ(𝑡1,𝑡2) определяется условием∫︀
𝑑𝑡1𝑑𝑡2̃︀Ψ(𝑡1,𝑡2)

†̃︀Ψ(𝑡1,𝑡2) = 1, что даёт:

𝑁 =

(︂
2

∫︁
𝑑𝑡1𝑑𝑡2|𝐹 (𝑡1,𝑡2)|2

)︂−1/2

. (4.27)

Зная волновую функцию фотонов с 𝜃𝑥 > 0 и 𝜃𝑥 < 0, отобранных с помощью
щелей, рассмотрим эффект ХОМ. Фотоны посылаются на 50-50 % делитель
пучка под углами 45∘ с противоположных сторон. Делитель пучка преобразует
волновую функцию, действуя на столбцы в (4.25) следующим образом:(︃

1

0

)︃
1

(︃
0

1

)︃
2

⇒ 1

2

[︃(︃
1

0

)︃
1

(︃
1

0

)︃
2

−

(︃
0

1

)︃
1

(︃
0

1

)︃
2

]︃
+

+
1

2

[︃(︃
1

0

)︃
1

(︃
0

1

)︃
2

−

(︃
0

1

)︃
1

(︃
1

0

)︃
2

]︃
(4.28)

и также (︃
0

1

)︃
1

(︃
1

0

)︃
2

⇒ 1

2

[︃(︃
1

0

)︃
1

(︃
1

0

)︃
2

−

(︃
0

1

)︃
1

(︃
0

1

)︃
2

]︃
−

−1

2

[︃(︃
1

0

)︃
1

(︃
0

1

)︃
2

−

(︃
0

1

)︃
1

(︃
1

0

)︃
2

]︃
(4.29)

. Первые члены после символа “ ⇒ ” в (4.28) и (4.29) соответствуют нераз
делённым СПРС парам, в которых оба фотона распространяются в одном
направлении после делителя пучка. Вторая часть соответствует разделённым
парам, в которых один фотон распространяется в одном направлении, а второй
- в ортогональном (см. рис. (4.8)). Вероятности получить неразделённые

Рисунок 4.8 — Возможные альтернативы разделения пары фотонов на
делителе пучка. Unsplit - соответствует отсутствию разделения, оба фотона
после делителя пучка распространяются в одинаковом направлении. Split -

соответствует разделению фотонов, такое разделение не даёт вклада в
идеальном ХОМ эффекте в результате квантовой интерференции
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и разделённые пары фотонов после делителя пучка могут быть измерены
экспериментально с помощью детекторов, которые считают число пришедших
фотонов в каждом канале независимо, либо для обоих каналов по схеме
совпадений. В идеальном ХОМ-эффекте сигнал совпадения и вероятность
расщепления становятся нулевыми из-за квантовой интерференции. Это
происходит, если падающие фотоны имеют одинаковые характеристики (по
ляризация и частота) и одновременное попадают на делитель пучка. Любые
отклонения от этих условий разрушают идеальный ХОМ-эффект и порождают
ненулевую вероятность расщепления. Другими словами, в результирующем
состоянии появляются фотоны в разделённых модах, соответствующих разным
каналами. Это разделение наблюдается с помощью измерений по схеме совпаде
ний. В случае неколлинеарного и невырожденного СПРС, обе частоты фотонов
и время их попадания на делитель пучка не являются строго заданными и
имеют неопределённость. По этой причине анализ модификаций эффекта ХОМ
для такого случая интересен и может дать нетривиальные результаты.

В соответствии с видом временной зависимости волновой функции после
делителя пучка (4.25), амплитуды вероятности этих процессов задаются выра
жением:

𝐴unsplit, split(𝑡1,𝑡2) =
𝑁√
2

[︁
𝐹 (𝑡1,𝑡2)± 𝐹 (𝑡2,𝑡1)

]︁
. (4.30)

Квадрат абсолютных значений этих амплитуд определяет разностную плот
ность вероятностей фотонов попасть вместе в один из каналов или разделиться:

𝑑𝑤unsplit, split

𝑑𝑡1𝑑𝑡2
= |𝐴unsplit, split(𝑡1,𝑡2)|2, (4.31)

Полные вероятности задаются при помощи интегрирования выражения (4.31)
по временам попадания фотонов на делитель:

𝑤unsplit,split =

∫︁
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝑑𝑤unsplit,split

𝑑𝑡1𝑑𝑡2
. (4.32)
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После интегрирования, получаем конечный результат для схемы с двумя щеля
ми, представленный на рисунке (4.7):

𝑤2 slits
unsplit,split(Δ𝑡) =

1

2

{︂
1± exp

[︂
−
𝜉2𝜔2

0𝛼𝐿
2𝐴2

−
2𝑐2

]︂
×

exp

[︂
− Δ𝑡2

2𝛼𝐿2𝐴2
−/𝑐

2

]︂}︂
. (4.33)

Зависимость вероятностей разделения бифотонов после делителя пучка
𝑤2slits

split (Δ𝑡) представлена на рисунке (4.9) для различных степеней невырож
денности 𝜉. Кривая (1) соответствует очень малой степени невырожденности

Рисунок 4.9 — Вероятность разделения бифотонов после делителя пучка в
зависимости от времени задержки Δ𝑡 в канале с 𝜃𝑥 > 0 для различных

параметров степени невырожденности 𝜉 = 0.01 (1), 0.025 (2), 0.03 (4), 0.035 (4)

и 0.04 (5).

𝜉 = 0.01 и описывает нормальный ХОМ-эффект, где из-за квантовой интер
ференции вероятность получить разделённые фотоны после делителя пучка
практически равна нулю для нулевого времени задержки. Для больших
времён задержки вероятность возрастает до значения 0.5. Растущая степень
невырожденности 𝜉 быстро разрушает ХОМ эффект в схеме измерений с
двумя щелями, что видно по характерному уменьшению «провала» кривых
𝑤2 slits

Split (Δ𝑡). Для 𝜉 = 0.04 кривая 𝑤2 slits
Split (Δ𝑡) становится почти плоской и прак

тически без провала при Δ𝑡 = 0, что означает сильное подавление квантовой
интерференции.
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В схеме измерений с четырьмя щелями (см. рисунок 4.5) ситуация совер
шенно другая. Математически добавление второй пары щелей, соответствую
щих одному и тому же параметру невырожденности 𝜉, означает следующее.
Если для одной пары щелей волновая функция равна Ψ(𝜉), то для двух пар
щелей она будет равна Ψ(𝜉) + Ψ(−𝜉). Применяя это правило к волновой функ
ции в (4.25) и (4.26), легко найти, что волновая функция (4.25) не меняет
ся, но в выражении (4.26) для функции 𝐹 (𝑡1,𝑡2) - экспоненциальный фактор
exp

[︁
𝑖𝜉𝜔0

2 (𝑡1 − 𝑡2 +Δ𝑡)
]︁

заменяется на cos
[︁
𝜉𝜔0

2 (𝑡1 − 𝑡2 +Δ𝑡)
]︁
:

𝐹 4 slits(𝑡1,𝑡2) = cos

[︂
𝜉𝜔0

2
(𝑡1 − 𝑡2 +Δ𝑡)

]︂
×

exp

[︂
−(𝑡1 + 𝑡2 +Δ𝑡)2

8𝜏 2
− (𝑡1 − 𝑡2 +Δ𝑡)2

4𝛼𝐿2𝐴2
−/𝑐

2

]︂
. (4.34)

Это «небольшое» изменение значительно модифицирует финальные результа
ты, хотя общая процедура вычислений описанная выше остается неизменной.
После интегрирования получаем:

𝑤4 slits
unsplit,split(Δ𝑡) =

1

2

{︂
1± exp

[︂
− Δ𝑡2

2𝛼𝐿2𝐴2
−/𝑐

2

]︂
×

cos(𝜉𝜔0Δ𝑡) + exp
(︀
−𝜉2𝜔2

0𝛼𝐿
2𝐴2

−/2𝑐
2
)︀

1 + exp (−𝜉2𝜔2
0𝛼𝐿

2𝐴2
−/2𝑐

2)

}︃
(4.35)

При правильной нормировке 𝑤4 slits
unsplit +𝑤4 slits

split = 1. В эксперименте для нахожде
ния этих вероятностей необходимо измерить число разделённых 𝑁split и нераз
делённых 𝑁unsplit пар . В таком случае вероятности 𝑤unsplit,split определяются
через

𝑤 split
unsplit

=
𝑁 split

unsplit

𝑁split +𝑁unsplit
. (4.36)

Наиболее информативные кривые зависимости 𝑤4 slits
split (Δ𝑡) (4.35) представлены

на рисунках (4.10) и (4.12). Кривая (𝑎) на рисунке (4.10) построена при одном и
том же значении параметра невырожденности 𝜉 = 0.04, при котором в схеме из
мерений с двумя щелями ХОМ эффект исчезает (см. рисунок (4.9), кривая (5)).
Разница между этими двумя кривыми демонстрирует, что добавление фотонов
из второй пары щелей возвращает способность к квантовой интерференции рас
сматриваемого состояния бифотона. Большой провал при Δ𝑡 = 0 присутствует
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при 𝜉 = 0.04 и при бо́льших степенях невырожденности. Для всех параметров
𝜉 и для всех кривых на рисунке (4.10) 𝑤4 slits

split (Δ𝑡 = 0) = 0. Новым эффектом,
отличающим схему с четырьмя щелями от схемы с двумя щелями, является
появление осцилляций в зависимостях 𝑤4 slits

split (Δ𝑡) при 𝜉 ≥ 0.04 и формирование
гребнеобразных структур. Если кривую (𝑎) на рис. (4.10) при 𝜉 = 0.04 можно
рассматривать только как указание на возможное существование режима осцил
ляций, то кривая (𝑏) демонстрирует, что уже при 𝜉 = 0.1 осцилляции довольно
хорошо выражены. С ростом параметра невырожденности 𝜉 частота осцилля
ций растёт вместе с занимаемой ими областью. Кривая (𝑐) – наглядный пример
режима с очень большим числом осцилляций, возникающих при 𝜉 = 0.6. Стоит
обратить внимание на то, что кривые (𝑏) и (𝑐) на рис.(4.10) в некоторой степени
напоминают кривые на рис. 4 работы [125], хотя есть большие различия в фор
мулировках и в смысле кривых. В настоящей работе, приведённые выше рисун
ки (4.10) характеризуют вероятность наблюдения расщеплённых бифотонных
пар после делителя пучка, просуммированных по обоим временам попаданий
фотонов 𝑡1 и 𝑡2. Эта картина имеет место только в случае схемы измерений с
четырьмя щелями в рамках традиционной схемы ХОМ с одним делителем пуч
ка и модулем временной задержки в одном из каналов. В настоящем описании
параметры временной волновой функции и вероятностей 𝑤4 slits

unsplit,split связаны со
степенью неколлинеарности СПРС и выражены в терминах функции 𝐴min(𝜉),
определяемой разностью групповых скоростей фотонов в кристалле. В работе
[125] авторы рассматривают двухчастотную волновую функцию в схеме с двой
ным модулем задержки и более чем одним делителем пучка и, как следствие,
большим числом каналов. Кроме того, кривые на рис.4 [125] характеризуют
ожидаемое совпадение сигналов между фотонами от разных делителей пучка.
Тем не менее, имеет место сходство результатов настоящей работы с результата
ми работы [125], несмотря на принципиальные различия указанные выше. Это
сходство довольно интересно. Сходство подчеркивает универсальность явления
квантовой интерференции, которое проявляется себя аналогичным образом, но
в различных условиях. В некоторой степени схема с двойной задержкой и с дву
мя щелями имитирует ситуацию, возникающую в схеме с четырьмя щелями.
Фактически, число периодов хорошо выраженных осцилляций у кривых на рис.
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(4.10) определяется соотношением между периодами:

𝑇osc =
2𝜋

𝜔ℎ − 𝜔𝑙
=

2𝜋

𝜉𝜔0
(4.37)

Обозначим как 𝑇1/2 время, за которое вероятность 𝑤4 slits
split (Δ𝑡) достигает регио

нов 𝑤4 slits
split ≈ 1/2. 𝑇1/2 определятся экспонентой справа в выражении (4.35):

𝑇1/2 = 𝑇decoh =
√
2𝛼
𝐿𝐴min(𝜉)

𝑐
=

√︂
𝛼

2

(︃
𝐿

𝑣
(ℎ)
𝑔𝑟

− 𝐿

𝑣
(𝑙)
𝑔𝑟

)︃
. (4.38)

Время 𝑇1/2 − 𝑇decoh порядка разницы между временами требуемыми высоко
частотным и низко-частотным фотонам пройти расстояние от начала до конца
кристалла. Это время можно трактовать как время декогеренции, так как при
Δ𝑡 > 𝑇1/2 обе вероятности 𝑤4 slits

split (Δ𝑡) и 𝑤4 slits
unsplit(Δ𝑡) становятся равными 1/2.

Это случай, когда оба фотона, образующие бифотон, ведут себя как незави
симые частицы и, следовательно, не проявляют эффектов квантовой интерфе
ренции. Возвращаясь к режимам осцилляций эффекта ХОМ, видно, что число
наблюдаемых осцилляций определяется отношением длительности осцилляции
для конкретного режима к периоду 𝑇1/2/𝑇osc. Данные временные параметры
изображены на рисунке (4.11) (в единицах 𝜔−1

0 ) как функции параметра невы
рожденности 𝜉. Очевидно, что не существует осцилляций в области с малыми
значениями 𝜉, так как в этом случае 𝑇osc ≫ 𝑇1/2. Осцилляции начинают появ
ляться при 𝑇osc ∼ 𝑇1/2, что соответствует кривой (𝑎) на рисунке (4.10). При
𝜉 ≥ 0.1) соотношение 𝑇1/2/𝑇osc и число наблюдаемых осцилляций велико и уве
личивается с ростом 𝜉.
Тем не менее, возникает интересный эффект при стремлении 𝜉 к значению
𝜉0 = 0.8142, где функция 𝐴min(𝜉) обращается в нуль (см. рисунок 4.6). При
стремлении к данной точке время декогеренции 𝑇1/2 становится очень мало и
сравнимо с периодом осцилляций 𝑇osc. На (4.11(𝑏)) построены времена 𝑇1/2 и
𝑇osc как функции 𝜉 в малой окрестности точки 𝜉 = 0.8142, что демонстрирует
вышесказанное. Поведение вероятности 𝑤4 slits

split (Δ𝑡) в этой области проиллюстри
ровано на рисунке (4.12) и выглядит очень схожим с первыми двумя кривыми
на рисунке (4.10).

Несмотря на сходство, имеет место достаточно заметная разница в мас
штабировании кривых на рисунках (4.10) и (4.12). Например, если расстояние



90

между двумя пиками на рисунке (4.11(𝑎)) 𝛿(𝜔0Δ𝑡) = 140, то на схожей кривой
(4.12(𝑏)) 𝛿(𝜔0Δ𝑡) = 6.7. Другими словами кривая на рисунке (4.12(𝑏)) в 20 раз
уже, чем кривая на рисунке (4.10(𝑎)). Заметим, что осцилляции в зависимости
от времени задержки Δ𝑡 в сигналах по схеме совпадений были замечены экс
периментально для режима СПРС с синхронизмом типа 2 [126]. Тем не менее,
формирование временных «гребёнок» конечных размеров (4.10) и (4.12) ранее
не наблюдались. В данном контексте главная качественная разница между син
хронизмом типа 1 и типа 2 определяется групповыми скоростями испущенных
фотонов. В случае типа 2 различие между обыкновенным и необыкновенным
фотонами присутствует в частотно-вырожденном режиме, в котором 𝑣

(𝑜)
gr ̸= 𝑣

(𝑒)
gr

и 𝜉 = 0. Для случая синхронизма типа 1 разность групповых скоростей возни
кает только для невырожденного режима при 𝜉 ̸= 0.
Общие выражения (4.33) и (4.35) для вероятностей получения разделённых/
неразделённых пар фотонов после прохождения делителя пучка могут быть
получены напрямую из двухчастотной волновой функции (4.22), (4.23) и через
её вид в случае измерений с четырьмя щелями. Использованная ранее волно
вая функция обеспечивает дополнительную информацию о динамике эволюции
состояния бифотонов. В частности волновая функция в зависимости от времен
ных переменных в (4.24)-(4.26) может быть использована для описания диффе
ренциальной плотности вероятности совпадения 𝑑𝑤(𝑐)/𝑑(𝑡1 − 𝑡2) в зависимости
от разности времён прихода фотонов 𝑡1 − 𝑡2. Для схемы измерений с четырь
мя щелями плотность вероятности 𝑑𝑤

(𝑐)
4 slits/𝑑(𝑡1 − 𝑡2) определяется с помощью

𝐹 4 slits(𝑡1,𝑡2) и 𝐹 4 slits(𝑡2,𝑡1) (4.34):

𝑑𝑤
(𝑐)
4 slits

𝑑(𝑡1 − 𝑡2)
∝⃒⃒⃒⃒

⃒ cos
[︂
𝜉𝜔0

2
(𝑡1 − 𝑡2 +Δ𝑡)

]︂
exp

[︂
−(𝑡1 − 𝑡2 +Δ𝑡)2

4𝛼𝐿2𝐴2
−/𝑐

2

]︂
−

cos

[︂
𝜉𝜔0

2
(𝑡1 − 𝑡2 −Δ𝑡)

]︂
exp

[︂
−(𝑡1 − 𝑡2 −Δ𝑡)2

4𝛼𝐿2𝐴2
−/𝑐

2

]︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒
2

. (4.39)

Зависимость 𝑑𝑤(𝑐)
4 slits/𝑑(𝑡1 − 𝑡2) от 𝑡1 − 𝑡2 представлена на двух рисунках (4.13)

для двух различных значений времени задержки Δ𝑡 ̸= 0. Данные рисунки ука
зывают на ярко выраженные осцилляции плотности вероятности совпадения.
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Длительность отдельных узких пиков на этих кривых 𝜔0𝛿𝑡 порядка 𝑇osc (4.37).
Ширины «гребёнок» на рисунке 4.13 соответствуют 𝑡1 − 𝑡2 = ±Δ𝑡. Две «гре
бёнки» хорошо разделены если Δ𝑡 > 𝑇decoh и сливаются в одну «гребёнку» в
случае Δ𝑡 < 𝑇decoh. При Δ𝑡 = 0 из выражения (4.39) следует, что 𝑑𝑤

(𝑐)
4 slits

𝑑(𝑡1−𝑡2)
≡ 0.

В случае схемы измерений с двумя щелями плотность вероятности совпадений
𝑑𝑤

(𝑐)
2 slits/𝑑(𝑡1−𝑡2) определяется с помощью интегрирования квадрата абсолютно

го значения 𝐹 2 slits(𝑡1,𝑡2)−𝐹 2 slits(𝑡2,𝑡1) и 𝐹 2 slits(𝑡1,𝑡2) (4.26) по 𝑡1+𝑡2. В результате
получаем:

𝑑𝑤
(𝑐)
2 slits

𝑑(𝑡1 − 𝑡2)
∝ 2 exp

[︂
−(𝑡1 − 𝑡2)

2 +Δ𝑡2

2𝛼𝐿2𝐴2
−/𝑐

2

]︂
×{︂

cosh

[︂
(𝑡1 − 𝑡2)Δ𝑡

𝛼𝐿2𝐴2
−/𝑐

2

]︂
− cos [𝜉𝜔0(𝑡1 − 𝑡2)]

}︂
. (4.40)

Зависимость 𝑑𝑤(𝑐)
2 slits/𝑑(𝑡1 − 𝑡2) от 𝑡1 − 𝑡2, определенная с помощью выражения

(4.40) проиллюстрирована, на рисунке (4.14) для трёх различных групп пара
метров 𝜉 и 𝜔0Δ𝑡. Кривые указывают на появление большого числа осцилляций.
Структура этих осцилляций определяется вкладами и соотношениями трех ха
рактерных параметров времени: времени декогеренции 𝑇decoh (4.38), периодом
осцилляций 𝑇osc (4.37), и задержкой Δ𝑡. Режим с большим числом осцилляций,
образующими одну «гребёнку» на рисунке (4.14(𝑎)) сохраняет свою форму даже
при Δ𝑡 = 0, что отличает случай схемы измерений с двумя щелями от случая
схемы измерений с четырьмя щелями 𝑑4 slitssplit /𝑑(𝑡1 − 𝑡2)

⃒⃒
Δ𝑡=0

≡ 0. Заметим, что
кривые на рисунке (4.14) сильно похожи на кривые, полученные в работе [127],
где рассматривались распределения по совпадениям для фотонов в зависимо
сти от поперечных координат фотонов на выходе из кристалла: зависимости
𝑑𝑤(𝑐)/𝑑(𝑥1 − 𝑥2) от 𝑥1 − 𝑥2. Данная постановка существенно отличается от рас
смотренной в настоящей работе и не имеет ничего общего с рассмотренным
выше временным распределением. Тем не менее результаты очень схожи! Сход
ство результатов [127] и настоящей работы (4.14) обусловлено одной природой,
заключающейся в когерентности состояния бифотонов. Сходство проявляется в
различных схемах измерений, где явления квантовой интерференции приводят
к наличию (или отсутствию) осцилляций. Отметим, что наблюдение данных
осцилляций возможно в эксперименте с использованием детекторов с фемтосе
кундным временным разрешением. Хотя если временное разрешение детекто
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ров больше чем период осцилляций 𝑇𝑜𝑠𝑐, но меньше чем времена задержки Δ𝑡 и
декогеренции 𝑇decoh (4.38) то возможно наблюдать гладкие огибающие кривых
на рисунке 4.13, описанные теоретически в работе [128].
Анализ, проведённый в данной главе, описывает результаты, которые раскрыва
ют фундаментальные свойства состояний бифотонов. Данные свойства связаны
с когерентностью состояний бифотонов, которая проявляется в структуре вре
менной интерференции описанной выше, что также важно для точных квант
оптических измерений. В частности, как отмечалось в Главе 3, измерение ЛИМ
бифотонов существенно связано с параметрами СПРС. Таким образом, выбор
режима играет важную роль, так как позволяет точно установить параметры
СПРС и использовать их как основу для последующих измерений, связанных
уже непосредственно с ЛИМ.
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Рисунок 4.10 — Вероятность разделения бифотона после делителя пучка в
схеме измерений с четырьмя щелями в зависимости от времени задержки Δ𝑡

(в единицах 1/𝜔0) для 5 значений параметра невырожденности
𝜉 : 0.04 (𝑎); 0.1 (𝑏); 0.6 (𝑐).
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Рисунок 4.11 — Период осцилляций на кривых 4.10 (4.37) и время
необходимое 𝑤4 slits

split (Δ𝑡) достигнуть значения 1/2 (4.38), выраженное в
единицах 𝜔−1

0 ; (𝑎) - область малых и средних значений параметра 𝜉; (𝑏) -
малый регион около параметра невырожденности 𝜉 = 0.8142.
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Рисунок 4.12 — Функция 𝑤4 slits
split (Δ𝑡) (4.35) в зависимости от 𝜉 в окрестности

точки 𝜉0 = 0.8142
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Рисунок 4.13 — Дифференциальная плотность вероятности совпадения в
случае схемы измерений с четырьмя щелями 𝑑4 slitssplit /𝑑(𝑡1 − 𝑡2) в зависимости от

𝜉 = 0.1; (𝑎)𝜔0Δ𝑡 = 100 и (𝑏)𝜔0Δ𝑡 = 300
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Рисунок 4.14 — Дифференциальная плотность вероятности совпадений для
схемы измерений с двумя щелями 𝑑2 slitssplit /𝑑(𝑡1 − 𝑡2) (4.35) как функция от

𝜔0(𝑡1 − 𝑡2) при (𝑎) 𝜉 = 0.1, 𝜔0Δ𝑡 = 100, (𝑏) 𝜉 = 0.1, 𝜔0Δ𝑡 = 200 и
(𝑐) 𝜉 = 0.2, 𝜔0Δ𝑡 = 200
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.

1. Получены аналитические выражения для Лоренц-инвариантной массы
Гауссова импульса электромагнитного излучения и средней скорости его
распространения в вакууме, меньшей, чем скорость света . Предложены схемы
наблюдения эффекта замедления Гауссова импульса в дальней волновой зоне.

2. Численно рассчитаны Лоренц-инвариантная масса и средняя скорость
распространения структурированных электромагнитных импульсов типа
Лагерра-Гаусса, Эрмита-Гаусса, Бессель-Гаусса и Эйри-Гаусса. Установлено,
что для всех типов импульсов их средняя скорость распространения меньше
скорости света в вакууме.

3. Показано, что в случае СПРС в тонком кристалле (𝐿 << 𝐿𝐷 = 𝑤2/𝜆)
Лоренц-инвариантная масса бифотонов оказывается пропорциональной па
раметру 𝑅, характеризующему степень углового перепутывания бифотона.
Данный параметр определяется как отношение экспериментально измеримых
ширин одночастичного углового распределения чисел фотонов и распреде
ления, измеренного по схеме совпадений, что может быть использовано для
прямого измерения Лоренц-инвариантной массы бифотона.

4. Показано, что частотная невырожденность, неколлинеарность и угло
вая селекция в схеме измерений с четырьмя щелями приводят к нетривиальным
модификациям хорошо известного эффекта Хонга-Оу-Манделя, проявляющим
ся в появлении множественных осцилляций в зависимости сигнала совпадений
от времени задержки в одном из каналов распространения фотонов.
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Список сокращений и условных обозначений

ИСО - Инерциальная система отсчёта.

СТО - Специальная теория относительности.

КЭД - Квантовая электродинамика.

ЛИМ - Лоренц-инвариантная масса.

ЭМИ - Электромагнитный импульс. Данное обозначение введено во избе
жании путаницы с физической величиной - количеством движения(импульсом).

ТЭИ - Тензор энергии-импульса электромагнитного поля.

СПРС - Спонтанное Параметрическое Рассеяние света.

ХОМ - Эффект Хонга-Оу-Манделя.

BBO - кристалл Бэта Бората Бария

c.c. - сокращение complex conjugate, комплексное сопряжение.
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Приложение А

Результаты моделирования распространения в вакууме
локализованных электромагнитных импульсов и расчёта их

Лоренц-инвариантной массы, а также средней скорости
распространения.

В приложении представлены ЭМИ задаваемые с помощью пучков - Гаусса,
Лагерр-Гаусса, Бессель-Гаусса, Эрмит-Гаусса и Эйри-Гаусса. Значения длитель
ности, энергии и перетяжки зафиксированы.

Пространственная конфигурация ЭМИ всех типов определятся с помо
щью задания комплексной амплитуды в плоскости 𝑧 = 0. Временная огибающая
задана в форме (2.41). Граничное условие в плоскости 𝑧 = 0 для пространствен
ной части Гауссова ЭМИ:

𝐴Gauss(�⃗�)|𝑧=0 = 𝐴0�⃗�45∘ exp
[︀
− 𝜌2

2𝑤2
0

]︀
, (А.1)

где �⃗�45∘ = 1/
√
2 (�⃗�𝑥 + �⃗�𝑦), 𝐴0 - константа нормировки, 𝜌 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2, 𝑤0 - пере

тяжка ЭМИ в плоскости 𝑧 = 0.
Граничное условие в плоскости 𝑧 = 0 для пространственной части Лагерра
Гауссова и Бессель-Гауссова ЭМИ:

�⃗�𝐿𝐺 (𝜌)|𝑧=0 = 𝐶𝐿𝐺�⃗�𝜑

(︂
𝜌⊥
𝑤0

)︂𝑙

𝑒
− 𝜌2

𝑤2
0ℒ𝑙

𝑞

(︂
2𝜌2

𝑤2
0

)︂
𝑒−𝑖𝑙𝜑

�⃗�𝐵𝐺 (𝜌)|𝑧=0 = 𝐶𝐵𝐺�⃗�𝜑𝒥1 (𝛽𝜌) 𝑒
− 𝜌2

𝑤2
0 , (А.2)

где 𝐶𝐿𝐺 и 𝐶𝐵𝐺 - константы. ℒ𝑞
𝑙 (.) - обозначение для обобщённых полиномов Ла

герра, 𝑙,𝑚 - положительные целые числа, 𝒥1 - функция Бесселя первого рода
порядка 1. Поляризация выбрана азимутальной �⃗�𝜑
Граничное условие в плоскости 𝑧 = 0 для пространственной части для Эрмит
Гауссова ЭМИ

𝐴𝐻𝐺 = �⃗�45∘𝐶𝐻𝐺ℋ𝑙

(︃√
2𝑥

𝑤0

)︃
𝑒
− 𝑥2

𝑤2
0ℋ𝑞

(︃√
2𝑦

𝑤0

)︃
𝑒
− 𝑦2

𝑤2
0 , (А.3)
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Граничное условие в плоскости 𝑧 = 0 для пространственной части для Эйри
Гауссова ЭМИ

𝐴𝐴𝐺 = �⃗�45∘𝐶𝐴𝐺𝒜𝑖
(︂
𝑥

𝑤0

)︂
𝑒
− 𝑥2

𝑤2
0𝒜𝑖

(︂
𝑦

𝑤0

)︂
𝑒
− 𝑦2

𝑤2
0 , (А.4)

где 𝒜𝑖 (.) - функция Эйри.
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Рисунок А.1 — Моделирование и расчёт ЛИМ, эффекта замедления для
Гауссова ЭМИ: 𝑚 = 1.811 · 10−18г. ; 1− 𝑣

𝑐 : 1.324 · 10
−4
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Рисунок А.2 — Моделирование и расчёт ЛИМ, эффекта замедления для
Бессель-Гауссова ЭМИ: 𝑚 = 2.898 · 10−18г. ; 1− 𝑣

𝑐 : 3.392 · 10
−4
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Рисунок А.3 — Моделирование и расчёт ЛИМ, эффекта замедления для
Бессель-Гауссова ЭМИ с параметрами: 𝑚 = 2.228 · 10−18г. ; 1− 𝑣

𝑐 : 2.006 · 10
−4
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Рисунок А.4 — Моделирование и расчёт ЛИМ, эффекта замедления для
Бессель-Гауссова ЭМИ с параметрами: 𝑚 = 1.943 · 10−18г. ; 1− 𝑣

𝑐 : 1.525 · 10
−4
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Рисунок А.5 — Моделирование и расчёт ЛИМ, эффекта замедления для
Лагерр-Гауссова ЭМИ с параметрами 𝑚 = 2.763 · 10−18г. ; 1− 𝑣

𝑐 : 3.084 · 10
−4
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Рисунок А.6 — Моделирование и расчёт ЛИМ, эффекта замедления для
Лагерр-Гауссова ЭМИ с параметрами 𝑚 = 2.798 · 10−18г. ; 1− 𝑣

𝑐 : 3.163 · 10
−4
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Рисунок А.7 — Моделирование и расчёт ЛИМ, эффекта замедления для
Лагерр-Гауссова ЭМИ с параметрами 𝑚 = 3.647 · 10−18г. ; 1− 𝑣

𝑐 : 5.372 · 10
−4



122

Рисунок А.8 — Моделирование и расчёт ЛИМ, эффекта замедления для
Эйри-Гауссова ЭМИ с параметрами 𝑚 = 4.824 · 10−18г. ; 1− 𝑣

𝑐 : 9.404 · 10
−4
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Рисунок А.9 — Моделирование и расчёт ЛИМ, эффекта замедления для
Эрмит-Гауссова ЭМИ с параметрами 𝑚 = 3.387 · 10−18г. ; 1− 𝑣

𝑐 : 4.634 · 10
−4
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Рисунок А.10 — Моделирование и расчёт ЛИМ, эффекта замедления для
Эрмит-Гауссова ЭМИ с параметрами 𝑚 = 3.562 · 10−18г. ; 1− 𝑣

𝑐 : 5.126 · 10
−4
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Рисунок А.11 — Моделирование и расчёт ЛИМ, эффекта замедления для
Эрмит-Гауссова ЭМИ с параметрами 𝑚 = 3.250 · 10−18г. ; 1− 𝑣

𝑐 : 4.267 · 10
−4
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