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Список сокращений и условных обозначений

HSE — обменно–корреляционный функционал Хейда, Скусерии и Эрн­

церхофа,

GGA — generalized gradient approximation, приближение обобщенных

градиентов,

LDA — local density approximation, приближение локальной плотности,

PAW — projector-augmented wave, потенциал спроектированных присо­

единенных волн,

PBE — обменно–корреляционный функционал Пердью, Бурке и Эрнцер­

хофа,

VASP — Vienna ab initio simulation package, венский пакет для перво­

принципного моделирования,

ДП — диэлектрическая проницаемость,

КМД — квантовая молекулярная динамика,

МД — молекулярная динамика,

ПКФ — парная корреляционная функция,

ПФП — плазменный фазовый переход,

ТФП — теория функционала плотности
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Введение

Диссертация посвящена развитию метода квантовой молекулярной ди­

намики и, в основном, его применению к исследованиям экстремальных со­

стояний вещества. В рамках единого подхода рассматриваются уравнение со­

стояния, электропроводность, коэффициент отражения, электронная и про­

странственная структура. Один и тот же подход используется при изучении

таких различных веществ как кристаллический и разогретый плотный водо­

род и неидеальная плазма ксенона.

Актуальность

В конце ХХ века и в ХХI веке возникли возможности эксперименталь­

ного исследования веществ при высоких (мегабарных и выше) давлениях в

широком диапазоне температур от криогенных до десятков тысяч градусов.

Для этого использовались ударные волны, алмазные наковальни, коротко­

импульсные мощные лазеры, Z-пинч. Особое внимание уделяется водороду

в различных агрегатных состояниях в широком диапазоне температур. Для

изучения свойств неидеальной плазмы часто использовался ксенон как удоб­

ное модельное вещество для исследования широкого диапазона свойств при

различных параметрах неидеальности.

Кратко рассмотрим примеры использования упомянутых выше мето­

дов для диагностики фазовых переходов в разогретом плотном дейтерии

и водороде. В эксперименте 1996 года [1] был использован метод отражен­

ных ударных волн, при котором происходило девятикратное сжатие водоро­

да/дейтерия по плотности в течение 100 нс. При сжатии в диапазоне давлений

𝑃 = 93−140ГПа наблюдалось возрастание электропроводности более чем на

4 порядка до значения 2000 (Ом·см)−1, которое оставалось неизменным при

дальнейшем сжатии до 180 ГПа. При этом происходит непрерывный переход

из полупроводника в металлическое состояние без указания на фазовый пе­
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реход первого рода. Каких-либо различий между дейтерием и водородом в

давлении образования металлического состояния обнаружено не было.

Первой работой, в которой был экспериментально зафиксирован фа­

зовый переход первого рода в разогретом плотном веществе, стала статья

Фортова, Илькаева, Мочалова и др. [2], вышедшая в 2007 году. Экспери­

мент проведен в РФЯЦ, объектом исследования выбран дейтерий. Исполь­

зовался метод реверберации ударной волны в образце. Был обнаружен по­

логий излом зависимости давления 𝑃 от плотности 𝜌 в диапазоне значений

𝑃 = 127− 150ГПа и 𝜌 = 1.36− 1.78 г/см3. Одновременно с этим в заданном

диапазоне параметров наблюдался резкий рост значения электропроводности

более чем на 5 порядков. Полученный результат был интерпретирован как

указание на фазовый переход первого рода, возникающий вследствие иони­

зации давлением и описываемый в рамках механизма плазменного фазового

перехода со скачком плотности в 20%. Диагностика плазмы в этой пионерской

работе была достаточно сложной и потребовала серьёзный теоретической ра­

боты.

Следующие экспериментальные наблюдения фазового перехода были

проведены Сильверой и его учениками в Гарварде [3, 4]. Применялась другая

техника: ударная волна, запущенная импульсом лазера в образце водорода,

предварительно сжатом в ячейке с алмазной наковальней (diamond anvil cell -

DAC). Та же техника использовалась в работе японских авторов [5]. Краткий

обзор теоретических и экспериментальных работ по этому фазовому перехо­

ду представлен в [6]. В данных экспериментах было обнаружено плато на

зависимости температуры от мощности лазера, что было интерпретировано

как наличие скрытой теплоты фазового перехода, так что дополнительная

лазерная мощность требуется для поддержания температуры.

В работе 2015 года [7] представлены результаты серии экспериментов по

динамическому сжатию жидкого дейтерия на Z-машине Сандийских наци­
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ональных лабораторий. Сжатие производится посредством взаимодействия

образца в исследуемой ячейке с ударником – плоской металлической пла­

стиной, разгоняемой с помощью сильного магнитного поля. На образование

металлической фазы указывает резкое увеличение коэффициента отражения

дейтерия, что в свою очередь однозначно связано с ростом проводимости в

диапазоне давлений от 280 до 305 ГПа.

В эксперименте 2018 года [8], проведенном в Национальном комплекса

лазерных термоядерных реакций (National Ignition Facility, NIF), были пред­

ставлены результаты измерений отражения и поглощения лазерного излуче­

ния от жидкого дейтерия. Процесс сжатия дейтерия проводился с использо­

ванием 168 лазеров, доставляющих с двух сторон до 300 кДж ультрафиоле­

тового излучения на стенки хольраума, которое в свою очередь генерируют

рентгеновское излучение, давящее на образец. Состояние образца диагности­

руется при помощи линейного доплеровского скоростного интерферометра.

Полученные данные указывают на возникновение металлической состояния,

характеризующегося значениями коэффициента отражения выше 30%, при

давлении около 200 ГПа и температуре ниже 2000 К.

Прогресс экспериментов, естественно, стимулировал теоретические ис­

следования. Так совпало, что в это же время появились и суперкомпьютеры.

Это позволило применить теорию функционала плотности (ТФП), квантовую

молекулярную динамику (КМД) и другие квантовые методы в теории кон­

денсированного состояния. Тогда как ранее для этих целей использовались

только весьма приближённые подходы в рамках химической модели плазмы.

Метод ТФП, предложенный в работе [9], является одним из наиболее

эффективных методов изучения свойств разогретого плотного вещества из

первых принципов. Фундаментальность данного подхода позволяет приме­

нять его для изучения широкого спектра явлений, в том числе, для описания

термодинамических и оптических свойств разогретого плотного вещества в
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области высоких давлений и температур [10–42].

Применение метода ТФП позволило существенно продвинуться в пони­

мании механизма образования проводящего состояния разогретого плотного

водорода/дейтерия, наблюдаемого в упомянутых ранее экспериментах. В ра­

боте [11] в рамках ТФП впервые обнаружен фазовый переход первого рода

во флюиде водорода, характеризующийся скачкообразным увеличенем плот­

ности на 6% на изотерме 1500 К при давлении 125ГПа, сопровождающееся

закрытием щели на уровне Ферми на плотности электронных состояний (что

указывает на металлизацию) и исчезновением молекулярного пика на про­

филе парной корреляционной функции (ПКФ), что трактовалось как распад

молекул водорода на атомы. Фазовый переход первого рода флюид-флюид

обнаружен также в [12, 13] в рамках КМД в каноническом ансамбле при

давлении 200 ГПа и температуре 1000 К. При этом результаты работ [16, 17]

указывают на непрерывный переход молекулярного флюида водорода в состо­

яние атомарного флюида в диапазоне температур от 1000 до 4000 К и давле­

нии до 200ГПа. Таким образом, как экспериментальные так и теоретические

подходы к исследованию свойств флюида водорода при высоких давлениях

указывают на наличие фазового перехода первого рода флюид-флюид, но

не позволяют точно локализовать положение линии фазового равновесия на

фазовой диаграмме [37]. В представленной диссертации не ставится задача

определения точных параметров перехода флюид-флюид, но рассматривает­

ся механизм образования проводящей фазы.

Подходы ТФП и КМД стали мощным, развивающимся направлением

теоретической физики. Они позволяют проводить моделирование объекта ис­

следований исходя из первых принципов, как говорят ab initio. Те же подхо­

ды ab initio применяются и для диагностики, т.е. для нахождения свойств

созданных объектов исследований. Открывшиеся возможности, в свою оче­

редь, стимулировали искать выражения и подходы ab initio для всё новых
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объектов и свойств в теоретической физике.

Цели и задачи диссертационной работы.

1. Развитие подхода для расчета равновесных и метастабильных термоди­

намических и структурных свойств, электропроводности, плазменной

частоты и коэффициента отражения веществ при сверхвысоких давле­

ниях в рамках ТФП и КМД.

2. Исследование механизма образования полуметаллического состояния

при сжатии молекулярного кристаллического водорода на основе расче­

та уравнения состояния, структурных и электронных свойств в рамках

ТФП и КМД.

3. Определение параметров образования и структуры металлического мо­

лекулярного кристалла водорода при дальнейшем сжатии на основе рас­

чета уравнения состояния, ПКФ, зонной структуры и электропроводно­

сти.

4. Определение параметров образования и структуры атомарной решетки

кристаллического водорода в области сверхвысоких давлений на основе

расчета уравнения состояния и ПКФ в рамках ТФП и КМД.

5. Определение области существования и структуры метастабильных со­

стояний атомарного и молекулярного кристаллического водорода. Опре­

деление минимального давления, при котором существует атомарная

фаза.

6. Исследование уравнения состояния, структурных и оптических свойств

разогретого плотного водорода в области экспериментально наблюдае­

мого перехода в проводящее состояние. Определение механизма перехо­

да флюид–флюид.
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7. Определение области существования метастабильных состояний разо­

гретого плотного водорода.

8. Исследование электронных и оптических свойств плотной плазмы удар­

но сжатого ксенона. Расчет зависимости электропроводности и плаз­

менной частоты от плотности. Исследование влияния неоднородности

фронта ударной волны на коэффициент отражения для различных зна­

чений плотности, длин волн и углов падения.

Научная новизна.

1. Предложен метод, позволяющий самосогласованно описывать термоди­

намические, оптические и электронные свойства веществ при сверхвы­

соких давлениях в рамках КМД и ТФП. Расчет уравнения состояния

проводится с учетом метастабильных состояний. ТФП используется для

расчета диэлектрической проницаемости (ДП), которая является клю­

чевой величиной, определяющей следующие параметры: электропровод­

ность, плазменная частота, коэффициент отражения.

2. Выявлено образование полуметаллического состояния при сжатии моле­

кулярного кристаллического водорода и определена область существо­

вания таких состояний на изотерме.

3. Исследована динамика перехода молекулярного кристаллического во­

дорода из полуметаллического в металлическое состояние при сжатии.

Показано, что этот переход является структурным.

4. Проведен расчет уравнения состояния, ПКФ и статической электропро­

водности кристаллического водорода в области перехода в проводящее

атомарное состояние. Показано, что переход молекулярного кристалли­

ческого водорода в атомарное состояние при сжатии является фазовым

переходом первого рода.
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5. Исследовано образование метастабильных состояний атомарного и мо­

лекулярного кристаллического водорода. Обнаружено перекрытие вет­

вей изотермы молекулярной и атомарной фаз кристаллического водо­

рода, обусловленное существованием метастабильных состояний.

6. Предложен механизм фазового перехода флюид–флюид в разогретом

плотном водороде на основе анализа результатов расчета уравнения со­

стояния, ПКФ и электропроводности. Для анализа структурных измене­

ний помимо ПКФ также рассматривается разность ПКФ при значениях

плотности после и до фазового перехода при постоянной температуре.

Показано, что природа фазового перехода сочетает ионизацию и изме­

нение структуры.

7. Предложен метод получения метастабильных состояний в рамках ТФП

и КМД, при котором определенным образом подбирались начальные

конфигурации и проводилась релаксация рассматриваемой системы в

микроканоническом ансамбле. Получена метастабильная ветвь изотер­

мы молекулярного флюида водорода.

8. Используется выражение для продольного тензора ДП вместо форму­

лы Кубо–Гринвуда, что приводит к заметному улучшению согласия с

экспериментом. Данное расхождение возникает в силу неточности фор­

мулы Кубо–Гринвуда, при описании систем с нелокальным потенциа­

лом взаимодействия в рамках ТФП. Исследовано влияние оптической

неоднородности на отражательную способность плазмы ударно сжатого

ксенона.

Научная значимость работы определяется тем, что свойства экс­

тремальных состояний вещества ещё слабо изучены. Сведений часто просто

нет. Даже там, где сведения имеются, результаты разных авторов зачастую
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противоречат друг другу. Противоречат друг другу некоторые как теорети­

ческие, так и экспериментальные данные. Не всегда есть согласие между тео­

рией и экспериментом. Особый интерес в этой новой области представляют

такие эффекты, как фазовые переходы. Водород, казалось бы, простейший

химический элемент, однако данные для него при высоких давлениях очень

противоречивы.

Практическая значимость обусловлена тем, что свойства экстремаль­

ных состояний вещества определяют структуру, эволюцию и светимость звезд

и больших планет. Для моделирования данных астрофизических объектов

необходим точный расчет уравнения состояния в виде зависимости давления

от температуры, плотности и состава. Ошибки в расчете уравнении состояния

приводят, в частности, к недостоверным оценкам состава планет. В земных

условиях экстремальные состояния вещества возникают в некоторых новых

мощных энергетических установках. Знание термодинамических и оптиче­

ских свойств разогретого плотного вещества необходимо для разработки и

расчетов импульсного управляемого термоядерного синтеза, для реализации

кластерного термоядерного синтеза, управляемого лазерного термоядерного

синтеза, взаимодействия мощных лазерных и релятивистских электронных

пучков с металлическими мишенями, разработки мощных импульсных ис­

точников света с определенными спектральными характеристиками, наномо­

дификация поверхности лазерным излучением.

Методология и методы исследования. Используются методы кван­

тового молекулярного моделирования: КМД в рамках ТФП. Для проведения

расчетов электронной структуры и КМД используется псевдопотенциальное

представление электронной подсистемы в базисе плоских волн, программно

реализованных в пакете VASP (Vienna Ab initio Simulation Package) [43–46].

Проводится расчет давления, ПКФ, электропроводности. Для кристалличе­

ского водорода также рассчитывается зонная структура. Для обменно-корре­
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ляционной части функционала электронной плотности вводится приближе­

ние обобщенных градиентов (GGA). Используемая параметризация функци­

онала для расчета давления и ПКФ – PBE (Perdew–Burke–Ernzerhof) [47].

Для расчета электропроводности и зонной структуры используется гибрид­

ный нелокальный функционал HSE (Heyd–Scuseria–Ernzerhof) [48]. Расчеты

выполнены на суперкомпьютерах МСЦ РАН, ОИВТ РАН и НИУ ВШЭ.

Положения, выносимые на защиту.

1. Предложенный подход для расчета термодинамических, структурных

и оптических свойств является самосогласованным в рамках КМД и ТФП,

поскольку все свойства определяются электронной плотностью.

2. Диэлектрический молекулярной кристаллический водород переходит

в состояние полуметалла при изотермическом сжатии в области сверхвысоких

давлений. Данный переход не является фазовым.

3. Полуметаллический молекулярной кристаллический водород перехо­

дит в металлическое состояние при дальнейшем изотермическом сжатии. Та­

кой переход является структурным, но не фазовым.

4. Металлическое состояние атомарного кристаллического водорода воз­

никает из молекулярного металлического состояния при дальнейшем изотер­

мическом сжатии. Этот переход является фазовым переходом первого рода.

5. Существуют две области метастабильных состояний кристаллическо­

го водорода, сопутствующие переходу молекулярного кристалла в атомарный

и обратно. Из-за этого возникает гистерезис зависимости давления от плот­

ности, величина которого по давлению соответствует области существования

метастабильных состояний.

6. Фазовый переход флюида водорода в проводящее состояние имеет

плазменную природу, поскольку связан с частичной ионизацией молекул во­

дорода и существованием плазменных колебаний.

7. Существуют метастабильные состояния разогретого плотного водоро­
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да в области параметров перехода в проводящее состояние. Форма изотерм

включает сильное перекрытие по плотности стабильной и метастабильной

ветвей. Это дополнительно указывает на плазменную природу фазового пе­

рехода в разогретом плотном водороде.

8. Расчет диэлектрической проницаемости в рамках ТФП и КМД позво­

ляет достичь удовлетворительного согласия с экспериментом по отражатель­

ной способности и электропроводности плазмы ксенона. Учет неоднородности

фронта ударной волны улучшает это согласие.

Степень достоверности результатов. Результаты расчета исследо­

ваны на сходимость по параметрам используемой модели, что обуславливает

их достоверность. Электронные свойства, такие как плазменная частота и

электропроводность, и уравнение состояния определяются распределением

электронной плотности, что указывает на их согласованность. Результаты

численного моделирования оптические и электронных свойств водорода и

плазмы ксенона, достаточно хорошо согласуются с данными эксперимента,

что также дополнительно определяет их достоверность.

Апробация результатов. Основные результаты диссертации доклады­

вались на следующих конференциях: Конференция молодых ученых “Пробле­

мы физики твердого тела и высоких давлений” (Сочи 2014, 2016, 2018, 2020,

2022); “Сильно коррелированные электронные системы и квантовые крити­

ческие явления” (Троицк 2015 - 2019); Международная тематическая конфе­

ренция «Экстремальные состояния вещества. Детонация. Ударные волны»

(Саров 2015); “Метастабильные состояния и флуктуационные явления” (Ека­

теринбург 2017); VI Международная конференция “Лазерные, плазменные

исследования и технологии - ЛаПлаз-2020” (Москва 2020); XV Российская

конференция (с международным участием) по теплофизическим свойствам

веществ (Москва 2018); 15-й Российский симпозиум “Фундаментальные осно­

вы атомистического многомасштабного моделирования” (Новый Афон 2018);
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VI Ежегодный всероссийский молодежный научный форум “Open Science

2019” (Гатчина 2019); XLIX Международная звенигородская конференция по

физике плазмы и управляемому термоядерному синтезу (Звенигород 2022);

“Воздействие интенсивных потоков энергии на вещество” и “Уравнения состо­

яния вещества” (Эльбрус 2014 – 2022); Научно-координационная сессия “Ис­

следование неидеальной плазмы” (Москва 2014 - 2019, 2021, 2022); Workshops

“Complex systems of charged particles and their interaction with electromagnetic

radiation” (Москва 2014 - 2018); XXVI IUPAP Conference on Computational

Physics - CCP2014 (Boston 2014); Strongly Coupled Coulomb Systems (Santa

Fe 2014, Kiel 2017); The Sanibel Meeting on Quantum Chemistry, Dynamics,

Condensed Matter Physics and their biological applications (St. Simons Island,

GA 2015); Psi-k Conference (San Sebastian 2015); International Workshop on

Warm Dense Matter (Kurashiki 2015, Vancouver 2017, Travemünde 2019); 19th

Biennial APS Conference on Shock Compression of Condensed Matter (Tampa,

Florida 2015); 16th International Conference on the Physics of Non-Ideal Plasmas

(Saint-Malo 2018).

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 27 статьях в

рецензируемых журналах, рекомендуемых ВАК.

Личный вклад автора. Содержание диссертации и основные положе­

ния, выносимые на защиту, отражают персональный вклад автора в опубли­

кованные работы. Все представленные в диссертации результаты получены

лично автором. Автор принимал участие в обработке, анализе и обсуждении

результатов, изложенных в настоящей работе, и в подготовке публикаций.

Структура и объем диссертации. Структура диссертации включает

восемь оригинальных глав, заключение и библиографию. Логика расположе­

ния материала: после краткого введения в теорию функционала плотности

в первой главе во второй формулируется схема вычислений, используемая в

диссертации, претендующая на подход ab initio. Затем рассматривается ряд
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приложений от кристаллического водорода (главы 3 и 4) к разогретому плот­

ному водороду (главы 5 и 6) и далее к неидеальной плазме ксенона (глава

8). Предварительно в главе 7 более детально, чем в главе 2, представлен ме­

тод расчёта оптических свойств. Рассмотрение таких разных веществ, как

водород и ксенон, и в столь разных агрегатных состояниях иллюстрирует

универсальность подхода, развитого в диссертации.

Объём диссертации — 210 страниц, включая 48 рисунков и 3 таблицы.

Библиография включает 247 наименования.
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Глава 1

Теория функционала электронной плотности

Метод МД является одним из наиболее часто используемых теоретиче­

ских подходов для исследования равновесных термодинамических так и дина­

мических свойств конденсированного состояния вещества при конечном зна­

чении температуры. В рамках данного подхода для рассматриваемой системы

классические уравнения Ньютона решаются численно, стартуя с заданного

начального состояния и граничных условий, соответствующих поставленной

задаче. Успешное применение метода МД зависит от наличия адекватных

моделей потенциалов взаимодействия между атомами, которые служат осно­

вой для расчета сил взаимодействия между ними. Во многих приложениях

используются эмпирические модели потенциалов, также известные как си­

ловые поля. Этот подход является достаточно эффективным для описания

различных систем, включая простые жидкости и твердые тела, а также по­

лимеры и биологические системы. Однако, стоит отметить, что большинство

таких силовых полей не учитывают эффекты электронной поляризации и не

могут точно описать процессы образования и разрушения химических связей.

Данная проблема естественным образом разрешается в рамках метода

КМД, где межатомное взаимодействие определяется непосредственно из элек­

тронной структурой вещества. При этом рассматривается система электронов

и ионов в поле кулоновского потенциала.

В основе описания динамики системы заряженных частиц лежит урав­

нение Шредингера

𝑖ℏ
𝜕Ψ(r, 𝑡)

𝜕𝑡
= �̂� (r, 𝑡)Ψ (r, 𝑡) , (1.1)

где ℏ - постоянная Планка, �̂� - гамильтониан системы или оператор полной

энергии, Ψ(r, 𝑡) - волновая функция, зависящая от координат электронов
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и ядер r = {r𝑖;R𝐼} и времени 𝑡. Для случая стационарного оператора �̂�

волновую функцию можно представить в виде Ψ(r, 𝑡) = exp (−𝑖𝐸𝑡/ℏ) ·Ψ(r),

и уравнение 1.1 можно переписать в виде

�̂� (r)Ψ (r) = 𝐸Ψ(r) , (1.2)

где 𝐸 - энергия системы. Таким образом, получаем уравнение на собственные

функции и собственные значения оператора Гамильтона, являющееся стаци­

онарным уравнением Шредингера.

В общем случае гамильтониан системы, состоящей из 𝑛 электронов и 𝑁

ионов с зарядами 𝑍𝐽 можно представить в виде

�̂� = −
𝑛∑︁

𝑖=1

ℏ2

2𝑚
Δ𝑖−

𝑁∑︁
𝐼=1

ℏ2

2𝑀𝐼
Δ𝐼 +

∑︁
𝑖>𝑗

𝑒2

|r𝑖 − r𝑗|
+
∑︁
𝑖>𝑗

𝑍𝐼𝑍𝐽𝑒
2

|R𝐼 −R𝐽 |
−
∑︁
𝑖>𝑗

𝑍𝐽𝑒
2

|r𝑖 −R𝐽 |
,

(1.3)

где 𝑚 и 𝑀𝐼 - массы электронов и ионов соответственно. Первые два члена

в выражении (1.3) кинетические энергии электронов и ионов (обозначим их

как 𝑇𝑒 и 𝑇𝑛); третий и четвертый – энергии кулоновского отталкивания элек­

тронов и ионов (𝑉𝑒𝑒 и 𝑉𝑛𝑛); пятый – электрон-ионное притяжение 𝑉𝑛𝑒. Таким

образом, уравнение (1.2) можно записать как(︁
𝑇𝑒𝑒 + 𝑇𝑛𝑛 + 𝑉𝑒𝑒 + 𝑉𝑛𝑒 + 𝑉𝑛𝑛

)︁
Ψ(r𝑖,R𝐼) = 𝐸Ψ(r𝑖,R𝐼) . (1.4)

Далее заметим, что отношение массы ядра к массе электрона 𝑀/𝑚 ≥ 1836.

Если рассматриваемая система находится в состоянии термодинамического

равновесия, когда средние кинетические энергии электронной и ионной под­

систем равны, отношение средней скорости электронов к средней скорости

ионов превышает значение 𝑣𝑒/𝑣𝑛 =
√︀
𝑀/𝑚 ≥ 42.8. Таким образом, мы мо­

жем ожидать, что движение электронов и ядер будет происходить на совер­

шенно разных временных масштабах: электроны движутся гораздо быстрее

ядер. Тогда можно рассматривать движение электронов в поле неподвиж­
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ных ядер, а волновую функцию допустимо представить в виде произведение

электронной 𝜓 (r𝑖 : R𝐼) и ядерной функций Φ (R𝐼)

Ψ (r𝑖,R𝐼) = 𝜓 (r𝑖 : R𝐼) · Φ (R𝐼) , (1.5)

где обозначение (r𝑖 : R𝐼) указывает на параметрическую зависимость волно­

вой функции электронов от положения ядер. При этом электронная волновая

функция 𝜓 (r𝑖 : R𝐼) является решением уравнения для электронной подсисте­

мы, находящейся в основном состоянии(︁
𝑇𝑒𝑒 + 𝑉𝑒𝑒 + 𝑉𝑛𝑒

)︁
𝜓 (r𝑖 : R𝐼) = 𝐸0 (R𝐼)𝜓 (r𝑖 : R𝐼) . (1.6)

В данном случае предполагается, что электроны остаются в основном (невоз­

бужденном) состоянии в процессе движения ионов. Такое адиабатичекое при­

ближение справедливо для случая, когда масштабы времени, характеризу­

ющие движения электронов и ядер заметно отличаются, что позволяет рас­

сматривать их движение независимо друг от друга.

1.1. Теория функционала плотности Кона-Шэма

Подход ТФП основываются на идее, что основные характеристики си­

стемы взаимодействующих частиц могут быть выражены с помощью функ­

ционала, зависящего от электронной плотности 𝜌 (r), которая в свою очередь

является скалярной функцией трех переменных. Распределение электронной

плотности 𝜌 (r) содержит всю информацию об основном состоянии и спектре

возбуждений рассматриваемой системы. Существование такого функциона­

ла для многоэлектронных систем при нулевой температуре было доказано в

работе Кона и Хоэнберга [49], а позднее обобщено в другой работе [50]. В рабо­

те Мермина [51] эти теоремы были распространены на системы при конечной

температуре. Практический метод построения функционала плотности опи­

сан в работе Кона и Шэма [9].
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В явном виде гамильтониан (1.6) системы взаимодействующих электро­

нов можно записать как

�̂�𝑒 = −
𝑛∑︁

𝑖=1

ℏ2

2𝑚
Δ𝑖 +

∑︁
𝑖>𝑗

𝑒2

|r𝑖 − r𝑗|
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑉𝑒𝑥𝑡 (r𝑖), (1.7)

где аддитивный внешний потенциала 𝑉𝑒𝑥𝑡 соответствует потенциалу взаимо­

действия электронов и неподвижных ядер 𝑉𝑛𝑒.

Теоремы Кона-Хоэнберга устанавливают однозначное соответствие меж­

ду электронной плотностью, внешним потенциалом и волновой функцией

многоэлектронной системы. Согласно первой теореме, для любой системы

взаимодействующих электронов, находящихся в поле с внешним потенциалом

𝑉𝑒𝑥𝑡 (r), данный потенциал может быть однозначно определен по электронной

плотности основного состояния 𝜌0 (r).

Электронная плотность 𝜌 (r) системы из 𝑛 взаимодействующих электро­

нов соответствует вероятности найти электрон на расстоянии r

𝜌 (r) = 𝑛

∫︁
|𝜓 (r, r2, . . . , r𝑛)|2𝑑r2 . . . 𝑑r𝑛.

Запишем выражение для средней энергии рассматриваемой системы с исполь­

зованием гамильтониана (1.7) в следующем виде

𝐸 = ⟨𝜓|𝑇𝑒𝑒 + 𝑉𝑖𝑛𝑡 + 𝑉𝑒𝑥𝑡 |𝜓⟩ = 𝑇 + 𝑈 + ⟨𝜓|𝑉𝑒𝑥𝑡 |𝜓⟩ , (1.8)

где 𝑉𝑖𝑛𝑡 - потенциал взаимодействия электронов. Последний член выражения

(1.8) можно переписать в явном виде

⟨𝜓|𝑉𝑒𝑥𝑡 |𝜓⟩ =
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀
𝜓* (r1, r2, . . . , r𝑛)𝑉𝑒𝑥𝑡 (r𝑖)𝜓 (r1, r2, . . . , r𝑛) 𝑑r1 . . . 𝑑r𝑛 =

= 𝑛
∫︀
𝜓* (r, r2, . . . , r𝑛)𝑉𝑒𝑥𝑡 (r)𝜓 (r, r2, . . . , r𝑛) 𝑑r𝑑r2 . . . 𝑑r𝑛 =

=
∫︀
𝑉𝑒𝑥𝑡 (r) 𝜌 (r)𝑑r.

(1.9)

В таком случае выражение (1.8) можно представить в виде

𝐸 = 𝑇 + 𝑈 +

∫︁
𝑉𝑒𝑥𝑡 (r) 𝜌 (r)𝑑r. (1.10)
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Согласно второй теореме Кона-Хоэнберга, существует универсальный

функционал 𝐸 [𝜌], зависящий только от электронной плотности 𝜌, справедли­

вый для любого внешнего потенциала 𝑉𝑒𝑥𝑡 (r). Минимум такого функционала

достигается тогда, когда электронная плотность совпадает с плотностью ос­

новного состояния системы 𝜌0 (r). Таким образом, учитывая первую теорему

Кона-Хоэнберга, можно определить класс электронных плотностей, которые

однозначно определяют любой функционал, зависящий от плотности, в част­

ности, среднюю энергию.

Функционал плотности, соответствующий средней энергии многоэлек­

тронной системы, можно представить в виде следующего выражения

𝐸 [𝜌] = 𝑇 [𝜌] + 𝐸𝑖𝑛𝑡 [𝜌] +

∫︁
𝑉𝑒𝑥𝑡 (r) 𝜌 (r)𝑑r = 𝐹 [𝜌] +

∫︁
𝑉𝑒𝑥𝑡 (r) 𝜌 (r)𝑑r, (1.11)

где функционал 𝐹 [𝜌] определяется всеми внутренними свойствами системы:

кинетической энергией 𝑇 и взаимодействием электронов 𝐸𝑖𝑛𝑡. При этом энер­

гия основного состояния 𝐸0 = min𝐸 [𝜌] = 𝐸 [𝜌0], когда электронная плот­

ность равна плотности основного состояния 𝜌0 (r).

В работе Кона и Шэма [9] было предложено заменить гамильтониан

сложной системы (1.7) на гамильтониан системы, для которой функционал

плотности может быть вычислен в явном виде. Авторы предположили, что

точная электронная плотность может быть заменена на плотность свободных

невзаимодействующих электронов – электронных орбиталей Кона-Шэма с

одночастичными волновыми функциями 𝜑𝑖 (r), удовлетворяющими условию

ортонормированности ⟨𝜑𝑖 | 𝜑𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗. В таком случае электронная плотность

может быть представлена в следующем виде

𝜌 (r) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓𝑖|𝜑𝑖 (r)|2, (1.12)

где 𝑓𝑖 — заселенность электронных уровней, определяемая функцией распре­

деления Ферми-Дирака. Энергия основного состояния системы взаимодей­
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ствующих электронов в поле ядер

𝐸0 = min
𝜌=𝜌0

(︀
𝐸𝐾𝑆 [{𝜑𝑖}]

)︀
, (1.13)

является минимумом функционала энергии Кона-Шэма

𝐸𝐾𝑆 = 𝑇𝑆 [{𝜑𝑖}] + 𝐸𝑒𝑥𝑡 [𝜌] + 𝐸𝐻 [𝜌] + 𝐸𝑋𝐶 [𝜌] . (1.14)

Первое слагаемое (1.14) — кинетическая энергия системы невзаимодей­

ствующих электронов

𝑇𝑆 [{𝜑𝑖}] = − ℏ2

2𝑚

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖 ⟨𝜑𝑖|Δ𝑖 |𝜑𝑖⟩, (1.15)

состоящей из того же числа электронов и находящейся в поле того же внеш­

него потенциала, что и исходная система с полным взаимодействием. Второе

слагаемое соответствует энергии взаимодействия с внешним потенциалом, ко­

торый в большинстве случаев является потенциалом взаимодействия электро­

нов и ядер

𝐸𝑒𝑥𝑡 [𝜌] =

∫︁
𝑉𝑒𝑥𝑡 (r) 𝜌 (r)𝑑r. (1.16)

Третье слагаемое является энергией электростатического взаимодействия элек­

тронов и может быть записана через потенциал Хартри

𝐸𝐻 [𝜌] =

∫︁
𝑉𝐻 (r) 𝜌 (r) 𝑑r =

𝑒2

2

∫︁∫︁
𝜌 (r) 𝜌 (r′)

|r− r′|
𝑑r𝑑r′. (1.17)

Последнее слагаемое в функционале (1.14) представляет собой обменно-кор­

реляционный функционал 𝐸𝑋𝐶 [𝜌], который одновременно включает в себя

обменные и корреляционные эффекты. Данный функционал можно выра­

зить как разность между точной энергией многоэлектронной системы (1.10)

и ее разложением по методу Кона-Шэма на три первых слагаемых

𝐸𝑋𝐶 = (𝑇 − 𝑇𝑆) + (𝑈 − 𝐸𝐻) . (1.18)
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Это сумма двух слагаемых, первое из которых есть разность кинетической

энергии взаимодействующих и энергии свободных электронов, а второе —

разность точной энергии кулоновского взаимодействия и энергии Хартри.

Для нахождения минимума функционала (1.14) при условии сохранения

полного числа электронов рассмотрим соответствующий лагранжиан

𝐿 = 𝐸𝐾𝑆 [𝜌]− 𝜆

(︂∫︁
𝜌 (r) 𝑑r− 𝑛

)︂
. (1.19)

Приравнивая вариацию лагранжиана по плотности к нулю, получаем систему

уравнений Кона-Шэма{︂
− ℏ2

2𝑚
Δ+ 𝑉𝐻 (r) + 𝑉𝑒𝑥𝑡 (r) + 𝑉𝑋𝐶 (r)

}︂
𝜑𝑖 (r) = 𝐸𝑖𝜑𝑖 (r) , (1.20)

где 𝐸𝑖 — множители Лагранжа, соответствующие уровням энергии. Систему

(1.20) можно представить в виде{︂
− ℏ2

2𝑚
Δ+ 𝑉𝑒𝑓𝑓 (r)

}︂
𝜑𝑖 (r) = 𝐻𝐾𝑆𝜑𝑖 (r) = 𝐸𝑖𝜑𝑖 (r) , (1.21)

если ввести одноэлектронный гамильтониан 𝐻𝐾𝑆 с локальным эффективным

потенциалом 𝑉𝑒𝑓𝑓 (r), учитывающим многочастичные эффекты за счет об­

менно-корреляционного потенциала

𝑉𝑋𝐶 (r) =
𝛿𝐸𝑋𝐶 [𝜌]

𝛿𝜌
.

Если температура рассматриваемой системы отлична от нуля, то нахо­

дится минимум свободной энергии 𝐹 [𝜌] = 𝐸𝐾𝑆 [𝜌]− 𝑇𝑆 [𝜌] [51], где энтропия

имеет вид

𝑆 = −
∑︁
𝑖

𝑓𝑖 ln 𝑓𝑖 +
∑︁
𝑖

(1− 𝑓𝑖) ln (1− 𝑓𝑖).

Таким образом, метод, предложенный в работе Кона и Шэма, позволяет све­

сти решение одного уравнения Шредингера относительно многочастичной

волновой функции, зависящей от 3𝑛 переменных к решению 𝑛 уравнений ви­

да (1.21) для системы невзаимодействующих электронов, находящихся в поле

24



эффективного потенциала 𝑉𝑒𝑓𝑓 (r), что заметно упрощает решение поставлен­

ной задачи.

Решение системы уравнений (1.21) находится посредством последова­

тельных итераций. На первом этапе выбирается начальная приближенная

электронная плотность 𝜌1 (r), для которой рассчитывается эффективный по­

тенциал 𝑉 1𝑒𝑓𝑓 (r). Затем находятся волновые функции 𝜑𝑖 (r), уровни энергии

𝐸𝑖 и соответствующие им числа заполнения 𝑓𝑖.

Далее, по формуле (1.12), рассчитывается уточненное значение элек­

тронной плотности 𝜌2 (r). Затем рассчитывается новое значение эффектив­

ного потенциала 𝑉 2𝑒𝑓𝑓 (r) на основе уточненной плотности, и так далее. Про­

цесс повторяется до тех пор, пока разница между текущим и предыдущим

значениями энергии не станет достаточно малой (менее некоторого заданного

значения), что и будет определять сходимость данной расчетной схемы.

1.2. Обменно-корреляционный функционал

Для применения ТФП в описании реальных систем критически важно

использовать приближение для аппроксимации неизвестного обменно-корре­

ляционного функционала 𝐸𝑋𝐶 [𝜌]. Важно отметить, что для обменно-корре­

ляционной энергии существуют удачные аппроксимации, которые обуславли­

вают успех ТФП в практических приложениях.

Одним из наиболее простых способов учета обменно-корреляционного

взаимодействия является приближение локальной плотности (local-density

approximation или LDA). Подход LDA основывается на предположении о

слабом изменении электронная плотности расстоянием, которое позволяет

передставить обменно-корреляционную энергию в виде локальной функции

электронной плотности. В рамках LDA обменно-корреляционный функцио­
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нал имеет можно записать в виде

𝐸𝐿𝐷𝐴
𝑋𝐶

[𝜌] =

∫︁
𝜀𝑥𝑐 (𝜌 (r))𝜌 (r) 𝑑r, (1.22)

где 𝜀𝑥𝑐 (𝜌 (r)) — обменно-корреляционная энергия на одну частицу в однород­

ном электронном газе с плотностью 𝜌 (r). Обменная и корреляционная части

энергии были вычислены в работе [52] и в атомных единицах имеют вид

𝜀𝑥𝑐 (𝜌) = −0.458

𝑟𝑠 (𝜌)
− 0.44

𝑟𝑠 (𝜌) + 7.8
, (1.23)

где параметр 𝑟𝑠 (𝜌) = (3/4𝜋𝜌)1/3 — радиус ячейки Вигнера-Зейтца. Более точ­

ные выражения для 𝜀𝑥𝑐 (𝜌 (r)) электронного газа в приближении LDA были

получены в работе [53] в рамках квантового метода Монте-Карло. В настоя­

щее время наиболее распространенной в расчетах является параметризация

функционала 𝐸𝐿𝐷𝐴
𝑋𝐶

[𝜌], предложенная в работе [54].

Более точное выражение для обменной-корреляционной энергии может

быть получено в приближении обобщенных градиентов (generalized gradient

approximation или GGA), которое учитывает неравномерность распределения

электронной плотности. Для этого в рамках GGA используется разложение

в ряд по степеням градиента электронной плотности

𝐸𝐺𝐺𝐴
𝑋𝐶

[𝜌] = 𝐸𝐿𝐷𝐴
𝑋𝐶

[𝜌] +

∫︁
𝜀𝑥𝑐 (𝜌 (r) , |∇𝜌 (r)|)𝜌 (r) 𝑑r. (1.24)

Существует множество различных обменно-корреляционных функционалов

в приближении GGA. Наибольшее практическое распространение получила

параметризация, предложенная Пердью, Бёрком и Эрнцерхофом (Perdew­

Burke-Erzernhof - PBE) в работе [47].

Помимо метода GGA, в подходе metaGGA [55] используется невзаимо­

действующая плотность кинетической энергии для нахождения плотности

обменно-корреляционной энергии.
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Также существуют подходы [56], где обменно-корреляционный функцио­

нал явным образом зависит от электронных орбиталей 𝜑𝑖 (r). Примером орби­

тально-зависимого функционала является гибридный функционал, включа­

ющий часть точного обмена из теории Хартри-Фока [57]. Наиболее известны­

ми гибридными функционалами являются PBE0 [58] и HSE (Heyd-Scuseria­

Ernzerhof) [48], которые сочетают четверть точного обмена Хартри-Фока и

три четверти обменной и корреляционной энергию из PBE. Такие функцио­

налы могут быть использованы, в частности, для описания свойств полупро­

водников, поскольку позволяют точнее оценить ширину запрещенной зоны

на уровне Ферми, но требуют заметно больших вычислительных ресурсов

в сравнении со стандартными функционалами. Для подобных задач помимо

гибридных функционалов также могут быть применены методы многочастич­

ных функций Грина — приближение GW [59].

Описанные ранее приближения для обменено-корреляционной энергии

не учитывают дисперсионные взаимодействия, что может вызывать ошибки в

описании термодинамических свойств при низких давлениях. Для учета сла­

бых дисперсионных взаимодействий между молекулами используются функ­

ционалы вида vdW-DF [60–63] и полуэмпирические поправки к стандартным

функционалам, зависящие от электронной плотности [64].

1.3. Периодические граничные условия и базис плоских

волн

Для решения системы уравнений (1.21) одноэлектронные волновые функ­

ции обычно разлагаются в ряд по набору базисных функции. В нашем случае

этот базис состоит из плоских волн. Согласно теореме Блоха, в периодической
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системе каждую волновую функцию можно записать как

𝜑𝑖k (r) = 𝑢𝑖k (r) 𝑒
𝑖k·r. (1.25)

Периодическую функцию 𝑢𝑖k (r) можно разложить в ряд по плоским волнам

𝑢𝑖k (r) =

ℏ2|k+G|2/2𝑚⩽𝐸𝑐𝑢𝑡∑︁
G

𝑐𝑖k (G) 𝑒𝑖G·r, (1.26)

где G — векторы обратной решетки, 𝐸𝑐𝑢𝑡 — параметр ограничения набора

плоских волн в единицах энергии. Волновой вектор k лежит в пределах

первой зоны Бриллюэна. На практике конечная сетка k-точек, задаваемая,

например, по схеме Монкхорста-Пака [65], используется для выборки зоны

Бриллюэна.

В рамках данного подхода электронная плотность (1.12) примет вид

𝜌 (r) =
∑︁
k⊂𝐵𝑍

𝑤k𝜌k (r) =
∑︁
k⊂𝐵𝑍

𝑤k

∑︁
𝑖

𝑓𝑖k|𝜑𝑖k (r)|2, (1.27)

где 𝑤k - вес k-точки. Система уравнений (1.21) дополнительно разбиваются

на 𝑁k (количество k-точек) уравнений вида

𝐻𝐾𝑆𝜑𝑖k (r) = 𝐸𝑖k𝜑𝑖k (r) . (1.28)

Стоит отметить, что для апериодических систем, таких как жидкости,

понятие периодичности является искусственным. Тем не менее, для анали­

за подобных систем можно применить метод суперячейки, при котором рас­

сматриваемые системы помещаются в ячейки с большим числом частиц, но

без внутренней периодичности. Это позволяет уменьшить влияние взаимодей­

ствия между повторяющимися образами.

В рамках базиса плоских волн описание сильно локализованных элек­

тронных состояний с быстрыми колебаниями волновой функции на неболь­

ших расстояниях от атомных ядер становится сложным. Требуется боль­

шое количество плоских волн в разложении периодической функции ячейки
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𝑢𝑖k (r) и, следовательно, большее значение параметра 𝐸𝑐𝑢𝑡, что может ощу­

тимо увеличить время расчета. Для решения этой проблемы производится

разделение электронов на энергетически более глубокие электроны остова

и валентные электроны. Для последних решается система уравнений Кона­

Шема с использованием псевдопотенциального подхода

1.4. Псевдопотенциал и метод спроектированных

присоединенных волн (PAW)

Псевдопотенциалы играют важную роль в квантово-химических расче­

тах, так как они учитывают особенности поведения электронов, находящих­

ся на сильно связанных заполненных электронных оболочках атомов. Такие

электроны, практически не изменяют свое состояние при взаимодействии с

другими атомами (при образовании и разрыве химических связей). Для опи­

сания электронов внутренних оболочек атомов, которые находятся в сильном

кулоновском поле ядра, можно использовать эффективный псевдопотенциал,

который заменяет кулоновский потенциал ядра, учитывая особенности взаи­

модействия валентных электронов с ядром и с другими электронами.

При построении псевдопотенциалов важно обеспечить соответствие меж­

ду волновыми функциями валентных электронов атома в полноэлектронном

представлении ((all electron – AE) и в представлении с использованием псев­

допотенциалов (PS). При этом предполагается, что волновые функции, полу­

ченные в полноэлектронном расчете (с кулоновским потенциалом электрон­

ионного взаимодействия) равны псевдоволновым функциям на расстояниях,

превышающих некоторый радиус обрезки 𝑟 > 𝑟𝑐. Внутри области 𝑟 ⩽ 𝑟𝑐

псевдоволновая функция является гладкой функцией без узлов. Качествен­

но метод псевдопотенциала представлен на рис. 1.1.

В основе метода спроектированных присоединенных волн (PAW), пред­
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Рис. 1.1. Схема псевдопотециального метода учета влияния электронов сердцевины атома

на валентные электроны.
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ложенного в работе [66], линейное преобразование 𝑇 полноэлектронной вол­

новой функции в псевдоволновую функцию

|𝜑𝑖k⟩ = 𝑇
⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
= (1 + 𝑇𝑅)

⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
, (1.29)

где оператор 𝑇𝑅 — локальный вклад атома, с радиус-вектором R, обуславли­

вающий разницу между полноэлектронной и псевдоволновыми функциями

в области (сфере) присоединения (аналог области сердцевины атома в мето­

де псевдопотенциала). Вне сферы присоединения 𝑇𝑅 = 0 и функции |𝜑𝑖k⟩ и⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
совпадают. Таким образом, также, как и в методе псевдопотенциала, це­

лью является преобразование реальной валентной одноэлектронной волновой

функции в псевдоволновую функцию, гладкую в сфере присоединения.

Локальные вклады 𝑇𝑅 определены для каждой сферы присоединения с

помощью парциальных волновых функций |𝜙𝑚⟩, которые являются решением

уравнений Кона-Шэма для случая изолированного атома. Волновые функции

могут быть представлены в виде суперпозиции парциальных волн внутри

каждой области присоединения вблизи атома с радиус-вектором R

|𝜑𝑖k⟩ =
∑︁
𝑚⊂R

𝑐𝑚,𝑖k |𝜙𝑚⟩, (1.30)

где суммирование ведется по всем парциальным волнам, принадлежащим

атому R. Каждой парциальной волне |𝜙𝑚⟩ можно привести в соответствие

вспомогательную парциальную волну |𝜙𝑚⟩

|𝜙𝑚⟩ = (1 + 𝑇𝑅) |𝜙𝑚⟩ . (1.31)

Для аппроксимации гладких вспомогательных парциальных волновых функ­

ции используются различные способы, такие как линейная комбинация поли­

номов или функции Бесселя [67].

Каждую псевдоволновую функцию также можно представить в виде

аналогичном (1.30) внутри области присоединения, причем исходя из (1.29)
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и (1.31) коэффициенты разложения совпадают⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
=
∑︁
𝑚⊂R

𝑐𝑚,𝑖k |𝜙𝑚⟩. (1.32)

Подставляя (1.32) в (1.29), с учетом (1.31) получаем выражение

|𝜑𝑖k⟩ =
⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
−
∑︁
𝑚

𝑐𝑚,𝑖k (|𝜙𝑚⟩ − |𝜙𝑚⟩). (1.33)

Далее определим коэффициенты разложения 𝑐𝑚,𝑖k, введя функции проектиро­

вания |𝑝𝑚⟩ ортогональные вспомогательным парциальным волновым функци­

ям ⟨𝑝𝑛 |𝜙𝑚⟩ = 𝛿𝑛𝑚. Применяя данное свойство к выражению (1.32), получим⟨
𝑝𝑚

⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
=
∑︁
𝑛

𝑐𝑛,𝑖k ⟨𝑝𝑛 | 𝜙𝑚⟩ = 𝑐𝑚,𝑖k. (1.34)

Подставляя (1.34) в (1.33), окончательно имеем

|𝜑𝑖k⟩ =
⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
−
∑︁
𝑚

⟨
𝑝𝑚

⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
(|𝜙𝑚⟩ − |𝜙𝑚⟩). (1.35)

Так же как и в псевдопотенциальном подходе в методе PAW существует

разделение на состояния сердцевины атома и валентные состояния. Однако,

при этом состояния сердцевины не исключаются из рассмотрения и вносят

вклад в полную энергию системы. Состояния сердцевины
⃒⃒
𝜑𝐶
⟩︀

можно пред­

ставить в виде суммы трех компонентов аналогично валентным состояниям

⃒⃒
𝜑𝐶
⟩︀
=
⃒⃒⃒
𝜑𝐶
⟩
+
⃒⃒
𝜙𝐶
⟩︀
−
⃒⃒
𝜙𝐶
⟩︀
, (1.36)

где
⃒⃒⃒
𝜑𝐶
⟩

- псевдоволновая функция сердцевины, совпадающая с
⃒⃒
𝜑𝐶
⟩︀

вне

области присоединения,
⃒⃒
𝜙𝐶
⟩︀

и
⃒⃒
𝜙𝐶
⟩︀

- парциальная полноэлектронная и пар­

циальная псевдоволновые функции сердцевины.

В отличие от представления валентной волновой функции (1.35) выраже­

ние (1.36) не содержит функции проектирования, вследствие использования
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приближения замороженной сердцевины, при котором соответствующие со­

стояния заимствуются из состояний изолированного атома. При этом, в рам­

ках приближения замороженной сердцевины могут возникать нетривиальные

изменения волновых функции сердцевины в процессе самосогласования. Дан­

ное приближение ограничивает вариационные степени свободы до простых

унитарных преобразований между состояниями сердцевины и заполненными

валентными состояниями.

В рамках метода PAW псевдоволновые функции
⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
используются в

качестве вариационных параметров. Поэтому далее определим наблюдаемые

величины через ожидаемые значения
⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
. Рассмотрим произвольный опе­

ратор 𝐴, ожидаемое значение которого можно определить как

⟨𝐴⟩ =
∑︁
𝑖,k

𝑓𝑖k ⟨𝜑𝑖k|𝐴 |𝜑𝑖k⟩ =
∑︁
𝑖,k

𝑓𝑖k

⟨
𝜑𝑖k

⃒⃒⃒
𝐴
⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
, (1.37)

где 𝐴 - псевдоопреатор. Для квазилокальных операторов, таких как опера­

тор кинетической энергии и оператор проекции в прямом пространстве |r⟩ ⟨r|,

необходимых для определения электронной плотности и полной энергии, псев­

дооператор представим в виде

𝐴 = 𝐴+
∑︁
𝑛,𝑚

|𝑝𝑛⟩ (⟨𝜙𝑛|𝐴 |𝜙𝑚⟩ − ⟨𝜙𝑛|𝐴 |𝜙𝑚⟩) ⟨𝑝𝑚|. (1.38)

Электронная плотность, являющийся ожидаемым значением проекцион­

ного оператора |r⟩ ⟨r|, имеет вид

𝑛 (r) =
∑︁
𝑖,k

𝑓𝑖k ⟨𝜑𝑖k | r⟩ ⟨r | 𝜑𝑖k⟩ (1.39)

Тогда, используя преобразование (1.38) можно представить плотность в сле­

дующем виде

𝑛 (r) =
∑︁
𝑖,k

𝑓𝑖k

⟨
𝜑𝑖k

⃒⃒⃒
r
⟩⟨

r
⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
+
∑︁
𝑛𝑚

𝜌𝑛𝑚 ⟨𝜙𝑛 | r⟩ ⟨r | 𝜙𝑚⟩−

−
∑︁
𝑛𝑚

𝜌𝑛𝑚 ⟨𝜙𝑛 | r⟩ ⟨r | 𝜙𝑚⟩ = �̃� (r) + 𝑛1 (r)− �̃�1 (r) ,
(1.40)
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где

𝜌𝑛𝑚 =
∑︁
𝑖k

𝑓𝑖k

⟨
𝜑𝑖k

⃒⃒⃒
𝑝𝑛

⟩⟨
𝑝𝑚

⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
=
∑︁
𝑖k

𝑓𝑖k𝑐
*
𝑛,𝑖k𝑐𝑚,𝑖k. (1.41)

Плотности 𝑛1 (r) и �̃�1 (r) - парциальные полноэлектронные и псевдо- плотно­

сти внутри сфер присоединения. Матрица 𝜌𝑛𝑚 играет роль матрицы плотно­

сти для области внутри сферы присоединения.

Далее для определения вида энергии Хартри и обменно-корреляционно­

го взаимодействия в рамках метода PAW необходимо ввести дополнительные

разложения для электронной плотности 𝑛 (r) [67]. Для энергии Хартри ис­

пользуется разложение плотности вида

𝑛+ 𝑛𝑍𝑐 = (�̃�+ �̂�+ �̃�𝑍𝑐) +
(︀
𝑛1 + 𝑛𝑍𝑐

)︀
−
(︀
�̃�1 + �̂�+ �̃�𝑍𝑐

)︀
, (1.42)

где 𝑛𝑍𝑐 = 𝑛𝑍 + 𝑛𝑐 - сумма плотностей ядра 𝑛𝑍 с зарядом 𝑍 и плотности

электронов сердцевины 𝑛𝑐.

Для обменно-корреляционной энергии используется следующее представ­

ление плотности

𝑛+ 𝑛𝑐 = (�̃�+ �̂�+ �̃�𝑐) +
(︀
𝑛1 + 𝑛𝑐

)︀
−
(︀
�̃�1 + �̂�+ �̃�𝑐

)︀
. (1.43)

Чтобы воспроизвести правильный мультипольный момент полноэлектронной

плотности заряда в формулах (1.42) и (1.43) дополнительно вводится плот­

ность компенсационного заряд �̂�, определяемая условием∫︁
Ω𝑎(R𝑖)

(︀
𝑛1 − �̃�1 − �̂�

)︀
|r−R𝑖|𝐿𝑆𝐿𝑀

(︁
r̂−R𝑖

)︁
𝑑r = 0 (1.44)

где Ω𝑎 (R𝑖) - объем области присоединения, 𝑆𝐿𝑀

(︁
r̂−R𝑖

)︁
- сферические функ­

ции. Выполнение данного условия приводит к тому, что кулоновский потенци­

ал, созданный на одной сфере, не влияет на другие сферы. Тогда плотность
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компенсационного заряда �̂� можно выразить как [67]:

�̂� (r) =
∑︁

𝑛𝑚𝐿𝑀

𝜌𝑛𝑚𝑄
𝐿𝑀
𝑛𝑚 (r), (1.45)

𝑄𝐿𝑀
𝑛𝑚 (r) = 𝑞𝐿𝑀𝑛𝑚 𝑔𝑙 (r−R)𝑆𝐿𝑀

(︁
r̂−R𝑖

)︁
, (1.46)

𝑞𝐿𝑀𝑛𝑚 =

∫︁
Ω𝑎(R𝑖)

𝑄𝑛𝑚 (r) |r−R𝑖|𝑙𝑆𝐿𝑀

(︁
r̂−R𝑖

)︁
𝑑r, (1.47)

𝑄𝑛𝑚 (r) = 𝜙*
𝑛 (r)𝜙𝑚 (r)− 𝜙*

𝑛 (r)𝜙𝑚 (r) , (1.48)

где 𝑔𝑙 (r−R) – гладкие функции, представимые в виде суммы двух сфери­

ческих функции Бесселя. Коэффициенты разложения при этом выбираются

так, чтобы две первые производные функции 𝑔𝑙 (r−R) на расстоянии равном

радиусу сферы присоединения были равны нулю, а l-ый момент – единице

𝑔𝑙 (𝑟) =
2∑︁

𝑖=1

𝛼𝑙
𝑖𝑗𝑙
(︀
𝑞𝑙𝑖𝑟
)︀
,

𝑟𝑎∫︁
0

𝑔𝑙 (𝑟) 𝑟
𝑙+2𝑑𝑟 = 1.

Следует также определить условие ортогональности для псевдоволно­

вых функций
⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
. Применяя условие (1.37) и преобразование (1.38), полу­

чим

⟨𝜑𝑖k | 𝜑𝑗k⟩ =
⟨
𝜑𝑖k

⃒⃒⃒
𝑂
⃒⃒⃒
𝜑𝑗k

⟩
= 𝛿𝑖𝑗, (1.49)

𝑂 = 1 +
∑︁
𝑛,𝑚

|𝑝𝑛⟩ (⟨𝜙𝑛 | 𝜙𝑚⟩ − ⟨𝜙𝑛 | 𝜙𝑚⟩) ⟨𝑝𝑚| = 1 +
∑︁
𝑛,𝑚

|𝑝𝑛⟩ 𝑞𝑛𝑚 ⟨𝑝𝑚|, (1.50)

где 𝑂 - оператор перекрытия. Тогда уравнения Кона-Шема для псевдоволно­

вой функции примет вид

𝐻
⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
= 𝐸𝑖k𝑂

⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩
. (1.51)

Полную энергию системы (1.14) (функционал Кона-Шема) с учетом энер­

гии кулоновского взаимодействия ионов между собой 𝑈 (R, 𝑍) можно запи­
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сать в атомных единицах в виде

𝐸 =
∑︁
𝑖k

𝑓𝑖k ⟨𝜑𝑖k| −
1

2
Δ |𝜑𝑖k⟩+

1

2

∫︁∫︁
(𝑛+ 𝑛𝑍𝑐) (𝑛+ 𝑛𝑍𝑐)

|r− r′|
𝑑r𝑑r′+

+𝐸𝑋𝐶 [𝑛+ 𝑛𝑐] + 𝑈 (R, 𝑍) .

(1.52)

По аналогии с плотностью полную энергию можно представить в виде разло­

жения 𝐸 = �̃� + 𝐸1 − �̃�1. Соответствующие компоненты разложения имеют

вид

�̃� =
∑︁
𝑖k

𝑓𝑖𝑘 ⟨𝜑𝑖k| −
1

2
Δ |𝜑𝑖k⟩+ 𝐸𝑋𝐶 [�̃�+ �̂�+ �̃�𝑐] + 𝐸𝐻 [�̃�+ �̂�] +

+

∫︁
𝑉𝐻 [�̃�𝑍𝑐] (�̃�+ �̂�) 𝑑r+ 𝑈 (R, 𝑍) ,

�̃�1 =
∑︁
𝑛𝑚

𝜌𝑛𝑚 ⟨𝜙𝑛| −
1

2
Δ |𝜙𝑚⟩+ 𝐸𝑋𝐶

[︀
�̃�1 + �̂�+ �̃�𝑐

]︀
+ 𝐸𝐻

[︀
�̃�1 + �̂�

]︀
+

+

∫︁
Ω𝑎

𝑉𝐻 [�̃�𝑍𝑐]
(︀
�̃�1 + �̂�

)︀
𝑑r,

𝐸1 =
∑︁
𝑛𝑚

𝜌𝑛𝑚 ⟨𝜙𝑛| −
1

2
Δ |𝜙𝑚⟩+ 𝐸𝑋𝐶

[︀
𝑛1 + 𝑛𝑐

]︀
+ 𝐸𝐻

[︀
𝑛1
]︀
+

+

∫︁
Ω𝑎

𝑉𝐻 [𝑛𝑍𝑐]𝑛
1𝑑r,

(1.53)

где �̃� - содержит только гладкие функции и рассчитывается во всем про­

странстве, 𝐸1 и �̃�1 - одноцентровые вклады, рассчитываемые внутри сфер

присоединения с объемом Ω𝑎, 𝐸𝐻 [𝑛] и 𝑉𝐻 (r) - функционал и потенциал Харт­

ри (1.17) соответственно, 𝐸𝑋𝐶 [𝑛] - обменно-корреляционный функционал.

Далее определим псевдооператор Гамильтона �̃�, как производную пол­

ной энергии 𝐸 по псевдооператору плотности 𝜌 =
∑︀
𝑖

⃒⃒⃒
𝜑𝑖

⟩
𝑓𝑖

⟨
𝜑𝑖

⃒⃒⃒
�̃� =

𝑑𝐸

𝑑𝜌
=
𝜕𝐸

𝜕𝜌
+

∫︁
𝛿𝐸

𝛿�̃� (r)

𝜕�̃� (r)

𝜕𝜌
𝑑r+

∑︁
𝑛𝑚

𝜕𝐸

𝜕𝜌𝑛𝑚

𝜕𝜌𝑛𝑚
𝜕𝜌

. (1.54)

Согласно [67] выражение (1.54) принимает вид

�̃� = −1

2
Δ + 𝑉eff +

∑︁
𝑛𝑚

|𝑝𝑛⟩
(︁
�̂�𝑛𝑚 +𝐷1

𝑛𝑚 − �̃�1
𝑛𝑚

)︁
⟨𝑝𝑚| , (1.55)

36



⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

̂︀𝐷𝑛𝑚 =
∑︁
𝐿𝑀

∫︁
𝑉𝑒ff (r)𝑄

𝐿𝑀
𝑛𝑚 (r) 𝑑r

𝐷1
𝑛𝑚 = ⟨𝜙𝑛| −

1

2
Δ + 𝑉 1

eff |𝜙𝑚⟩

̃︀𝐷1
𝑛𝑚 = ⟨𝜙𝑛| −

1

2
Δ + 𝑉 1

eff |𝜙𝑚⟩+
∑︁
𝐿𝑀

∫︁
Ω𝑎

𝑉 1
eff (r)𝑄

𝐿𝑀
𝑛𝑚 (r) 𝑑r,

(1.56)

где эффективный потенциал также можно представить в виде разложения

𝑉𝑒ff = 𝑉𝑒ff + 𝑉 1
eff − 𝑉 1

eff, компоненты которого имеют вид⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑉𝑒ff = 𝑉𝐻 [�̃�+ �̂�+ �̃�𝑍𝑐] + 𝑉𝑋𝐶 [�̃�+ �̂�+ �̃�𝑐]

𝑉 1
eff = 𝑉𝐻

[︀
𝑛1 + 𝑛𝑍𝑐

]︀
+ 𝑉𝑋𝐶

[︀
𝑛1 + 𝑛𝑐

]︀
𝑉 1

eff = 𝑉𝐻
[︀
�̃�1 + �̂�+ �̃�𝑍𝑐

]︀
+ 𝑉𝑋𝐶

[︀
�̃�1 + �̂�+ �̃�𝑐

]︀
.

(1.57)

1.5. Силы и тензор напряжений

Для исследования динамики системы необходимо определить силы, дей­

ствующие на ионы. В рамках ТФП силы взаимодействия ионов в общем слу­

чае можно записать в следующем виде

F = −d𝐸
dR

= − d
dR

(︃∑︁
𝑖k

𝑓𝑖k ⟨𝜑𝑖k|𝐻𝐾𝑆 (r : R) |𝜑𝑖k⟩+ 𝑈 (R, 𝑍)

)︃
, (1.58)

где, как было показано ранее электронный гамильтониан 𝐻𝐾𝑆 параметриче­

ски зависит от положения ионов R. Применяя к выражению (1.58) теорему

Гельмана-Фейнмана [68], получим

F = −

(︃∑︁
𝑖k

𝑓𝑖k ⟨𝜑𝑖k|
𝜕𝐻𝐾𝑆 (r : R)

𝜕R
|𝜑𝑖k⟩+

𝜕𝑈 (R, 𝑍)

𝜕R

)︃
. (1.59)

В рамках подхода PAW также необходимо учитывать зависимость опера­

тора перекрытия 𝑂 (1.50) от положения ионов. В данном случае выражение
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для расчета сил имеет вид [69]

F = −

⎛⎝∑︁
𝑖k

𝑓𝑖k

⟨̃︀𝜑𝑖k ⃒⃒⃒ 𝜕
(︁
�̃�𝐾𝑆 (r : R)− 𝐸𝑖k𝑂 (R)

)︁
𝜕R

⃒⃒⃒̃︀𝜑𝑖k⟩+
𝜕𝑈 (R, 𝑍)

𝜕R

⎞⎠ .

(1.60)

Выражение (1.60) можно разложить на 4 слагаемых [67, 70]. Первая компо­

нента учитывает изменение потенциала 𝑉eff при движении ионов через зави­

симость плотности �̃�𝑍𝑐 от положения ядер:

F1 = −
∫︁

(�̃� (r) + �̂� (r))
𝜕𝑉𝐻 (�̃�𝑍𝑐)

𝜕R
𝑑r. (1.61)

Вторая величина учитывает изменение компенсационного заряда при движе­

нии ядер:

F2 = −
∑︁

𝑛𝑚,𝐿𝑀

∫︁
𝑉eff (r) 𝜌𝑛𝑚𝑞

𝐿𝑀
𝑛𝑚

𝜕
(︁
𝑔𝑙 (|r−R|)𝑆𝐿𝑀

(︁
r̂−R

)︁)︁
𝜕R

𝑑r. (1.62)

Третья компонента учитывает зависимость коэффициентов разложения вол­

новой функции на парциальные волновые функции от положения ядер:

F3 = −
∑︁
𝑛𝑚,𝑖k

𝑓𝑖k

⟨
𝜑𝑖k

⃒⃒⃒ 𝜕 |𝑝𝑛⟩ ⟨𝑝𝑚|
𝜕R

⃒⃒⃒
𝜑𝑖k

⟩(︁
�̂�𝑛𝑚 +𝐷1

𝑛𝑚 − �̃�1
𝑛𝑚 − 𝐸𝑖k𝑞𝑛𝑚

)︁
. (1.63)

Четвертое слагаемое учитывает зависимость обменно-корреляционного по­

тенциала 𝑉𝑋𝐶 от электронной плотности сердцевины атома �̃�𝑐:

F4 = −
∫︁
𝑉𝑋𝐶 [�̃�+ �̂�+ �̃�𝑐]

𝜕�̃�𝑐 (r : R)

𝜕R
𝑑r. (1.64)

При моделировании конденсированного состояния в рамках ТФП одной

из ключевых величин в дополнение к энергии и атомным силам является

тензор напряжений, компоненты которого представляют собой производные

плотности энергии по отношению к различным типам однородных деформа­

ций, накладываемых на рассматриваемую систему. Компоненты тензора на­

пряжений необходимы для ряда практических приложений, таких как расчет
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равновесных постоянных решетки, уравнение состояния в виде зависимости

давления от объема и температуры, расчет сдвиговой вязкости в рамках ме­

тода МД.

Тензор деформации 𝜀𝛼𝛽 описывает упругую деформацию рассматрива­

емой системы относительно начального состояния. Это соответствует преоб­

разованию всех пространственных координат и величин, зависящих от них,

например, положения атомов R, для которого данное преобразование имеет

вид

R𝛼 (𝜀) =
3∑︁

𝛽=1

(𝛿𝛼𝛽 + 𝜀𝛼𝛽)R𝛽 (0), (1.65)

где 𝛼, 𝛽 - индексы координат.

Для системы с объемом Ω тензор напряжений 𝜎𝛼𝛽 можно определить,

как изменение полной энергии системы при симметричной, бесконечно малой

деформации 𝜀𝛼𝛽

𝜎𝛼𝛽 =
1

Ω

𝜕𝐸

𝜕𝜀𝛼𝛽

⃒⃒⃒⃒
𝜀=0

. (1.66)

Тензор напряжений входит в выражение для внешнего давления 𝑃𝑒𝑥𝑡, которое

можно рассчитать по формуле

𝑃𝑒𝑥𝑡 = − (1/3)
∑︁
𝛼

𝜎𝛼𝛼. (1.67)

В работах [71, 72] были получены выражения для компонент тензора напря­

жений в рамках ТФП для приближения локальной плотности при аппрокси­

мации обменно-корреляционного функционала. Тензор напряжения при этом

можно представить в виде суммы вкладов компонентов разложения полной

энергии системы (1.14) в основном состоянии с учетом ион-ионного взаимо­

действия:

𝜎𝑘𝑖𝑛𝛼𝛽 = 1
Ω
ℏ2
𝑚

∑︀
𝑖k

⟨𝜑𝑖k| ∇𝛼∇𝛽 |𝜑𝑖k⟩ - вклад кинетической энергии невзаимо­

действующих электронов;
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𝜎𝑛𝑒𝛼𝛽 = − 𝑒2

2Ω

∑︀
𝐼

∫︀
𝑉 ′

𝑛𝑒 (r−R𝐼)
(r−R𝐼)𝛼(r−R𝐼)𝛽

|r−R𝐼 | 𝜌 (r) 𝑑r - вклад электрон-ион­

ного взаимодействия;

𝜎𝑛𝑛𝛼𝛽 = − 𝑒2

2Ω

∑︀
𝐼 ̸=𝐽

𝑍𝐼𝑍𝐽
(R𝐼−R𝐽)𝛼(R𝐼−R𝐽)𝛽

|R𝐼−R𝐽 |3
- вклад ион-ионного взаимодействия;

𝜎𝐻𝛼𝛽 = − 𝑒2

2Ω

∫︀∫︀ (r−r′)𝛼(r−r′)𝛽
|r−r′| 𝜌 (r) 𝜌 (r′) 𝑑r𝑑r′ - вклад энергии Хартри;

𝜎𝑥𝑐𝛼𝛽 =
𝛿𝛼𝛽
Ω

∫︀
(𝜀𝑥𝑐 (𝜌 (r))− 𝑉𝑥𝑐 (𝜌 (r))) 𝜌 (r) 𝑑r - вклад обменно-корреляци­

онного взаимодействия.

Выражения для тензора напряжений в рамках метода PAW были полу­

чены в работе [70]. Дополнительные поправки, возникающие при этом, имеют

вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜎1𝛼𝛽 =
1

Ω
𝛿𝛼𝛽

∫︁
𝑉eff (r) �̂� (r) 𝑑r

𝜎2𝛼𝛽 =
1

Ω

∑︁
𝑛𝑚,𝐿𝑀

∫︁
𝜌𝑛𝑚𝑞

𝐿𝑀
𝑛𝑚 𝑉eff (r)

𝜕 (𝑔𝐿𝑆𝐿𝑀)

𝜕𝜀𝛼𝛽
𝑑r

𝜎3𝛼𝛽 =
1

Ω

∑︁
𝑛𝑚,𝑖k

𝑓𝑖k
𝜕
(︀
𝑐*𝑛,𝑖k𝑐𝑚,𝑖k

)︀
𝜕𝜀𝛼𝛽

(𝐷𝑛𝑚 − 𝐸𝑖k𝑞𝑛𝑚)

𝜎4𝛼𝛽 =
1

Ω
𝛿𝛼𝛽

∫︁
𝑉𝑋𝐶 (�̃�+ �̂�+ �̃�𝑐) �̃�𝑐𝑑r+

1

Ω

∫︁
𝑉𝑋𝐶 (�̃�+ �̂�+ �̃�𝑐)

𝜕�̃�𝑐
𝜕𝜀𝛼𝛽

�̃�𝑐𝑑r.

(1.68)
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Глава 2

Общая схема вычислений

В настоящей главе представлена общая схема расчетов с использовани­

ем квантового метода молекулярной динамики (КМД) в рамках ТФП. Осо­

бое внимание уделено расчету оптических и электронных свойств таких как

диэлектрическая проницаемость (ДП), коэффициент отражения, электропро­

водность и плазменная частота в рамках самосогласованного подхода.

2.1. Квантовый метод молекулярной динамики

В рамках метода КМД траектории ионов с массами 𝑀𝐼 можно рассчи­

тать, интегрируя классические уравнения движения Ньютона

𝑀𝐼
𝑑2R𝐼

𝑑𝑡2
= F𝐼 , (2.1)

где силы взаимодействия ионов F𝐼 , вычисляются на основе расчета электрон­

ной структуры в рамках ТФП по формулам (1.59), (1.60).

Общая схема расчетов, представленная на рис. 2.1, содержит централь­

ный цикл, в котором на каждом шаге по времени параллельно рассчитывают­

ся координаты и скорости ионов, распределение плотности, волновые функ­

ции и уровни энергии электронов. Входными параметрами задачи являются

геометрия расчетной ячейки, количество атомов, их начальные координаты

R𝐼 (0) и скорости V𝐼 (0).
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Рис. 2.1. Общая схема расчета в рамках КМД. Расчет зонной структуры (выделен курси­

вом) проводится для кристаллической решетки и не усредняется по времени в отличие от

других параметров.
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Решение системы уравнений Кона-Шэма (1.21) для конфигурации ионов

с периодическими граничными условиями находится в виде суммы плоских

волн (1.25), (1.26). Решение рассчитывается при заданном параметре обреза­

ния базиса плоских волн 𝐸𝑐𝑢𝑡 и сетке k-точек в зоне Бриллюэна, генерируемая

по схеме Монкхорста-Пака [65].

Для описания электрон-ионного взаимодействия применяется потенциал

в рамках подхода PAW. Следует заметить, что в общем случае, для тяжелых

элементов также важен учет релятивистских эффектов [73–76]. Однако, для

легких элементов, таких как водород, данные эффекты малы, поэтому спин­

орбитальным взаимодействием можно пренебречь.

Функционал PBE используется для описания обменно-корреляционно­

го взаимодействия. Решая систему уравнений (1.21), находим электронные

орбитали 𝜑𝑖k (r), уровни энергии 𝐸𝑖k и пространственное распределение элек­

тронной плотности 𝜌 (r).

Далее на основе расчета энергии основного состояния 𝐸0 [𝜌 (r) ,R𝐼 ] рас­

считываются силы взаимодействия между ионами по формуле для метода

PAW (1.60). Используя полученные силы, численно находится решение систе­

мы уравнений движения (2.1). Координаты и скорости ионов на следующем

шаге по времени рассчитываются с использованием схемы интегрирования

Верле ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
R𝐼 (𝑡+Δ𝑡) = R𝐼 (𝑡) +V𝐼 (𝑡)Δ𝑡+ F𝐼 (𝑡)

Δ𝑡2

2𝑀𝐼

V𝐼 (𝑡+Δ𝑡) = V𝐼 (𝑡) + (F𝐼 (𝑡) + F𝐼 (𝑡+Δ𝑡))
Δ𝑡

2𝑀𝐼
,

(2.2)

где Δ𝑡 - шаг по времени.

Расчеты проводятся для канонического ансамбля. Температура ионов

регулируется посредством термостата Нозе-Хувера [77, 78]. Равная ей тем­

пература электронов задается как параметр распределения Ферми-Дирака,

определяющего заселенность электронных уровней 𝑓𝑖k. Данный цикл продол­
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жается до окончания заданного количества шагов по времени.

Зная координаты ионов и силы на каждом шаге по времени, можно

найти мгновенные значения корреляционных и автокорреляционных функ­

ций, давления, коэффициентов диффузии и вязкости, электропроводность.

Для расчета полного давления рассматриваемой системы необходимо внести

поправку, учитывающую давление идеального газа ионной подсистемы, по­

скольку функционал свободной энергии не содержит кинетическую энергию

ионов

𝑃 = (𝜌𝑖/𝜇)𝑅𝑇 + 𝑃𝑒𝑥𝑡, (2.3)

где 𝜇 — молярная масса, 𝜌𝑖 — плотность ионов, 𝑅 — газовая постоянная,

𝑇 — температура. Результаты расчета усредняются по набору равновесных

конфигураций.

Для части рассматриваемых в работе задач необходим анализ зонной

структуры кристалла — зависимости уровней энергии 𝐸𝑖 (k) от направления

вектора k в зоне Бриллюэна. Колебания решетки усредняются по времени,

после чего определяется элементарная ячейка для получившейся структуры,

для которой проводится расчет зонной структуры. Следовательно, в отличие

от других параметров, зонная структура не усредняется по конфигурациям,

а определяется для элементарной ячейки усредненной решетки. Из-за этой

особенности, на рис. 2.1 данный параметр выделен курсивом.
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2.2. Оптические свойства

Рассчитав электронные орбитали 𝜑𝑖k (r) и уровни энергии 𝐸𝑖k, для набо­

ра ионных конфигураций можно определить следующие оптические и элек­

тронные характеристики системы: плотность электронных состояний, коэф­

фициент отражения, электропроводность и плазменная частота. Для таких

расчетов в работе как правило используется функционал HSE [48], позволяю­

щий более корректно оценить ширину щели между связанными и свободными

электронными состояниями и ее влияние на оптические свойства.

Для определения обозначенных выше параметров проводится расчет

мнимой части ДП, с использованием выражения для продольного тензора

ДП в длинноволновом пределе [79]

𝜀
(2)
𝐿 (𝜔) =

1

3
· 4𝜋

2𝑒2

Ω
lim
|q|→0

1

|q|2
∑︁
𝑖,𝑗,𝛼,k

2𝑤k · [𝑓 (𝐸𝑖,k, 𝑇 )− 𝑓 (𝐸𝑗,k+e𝛼𝑞, 𝑇 )]×

×|⟨𝑢𝑗,k+e𝛼𝑞 | 𝑢𝑖,k⟩|
2 · 𝛿 (𝐸𝑗,k+e𝛼𝑞 − 𝐸𝑖,k − ℏ𝜔) ,

(2.4)

в которое включено представление электронных орбиталей 𝜑𝑖k (r) в виде (1.25).

Формула (2.4) также содержит волновой вектор падающего излучения q и

единичный вектор e𝛼, определяющий направление декартовой оси, соответ­

ствующей координате 𝛼. Для расчета оптических свойств используется усред­

ненный по трём пространственным координатам след тензора ДП, что учтено

в формуле (2.4) посредством множителя 1/3 и суммирования по индексу 𝛼.

Следует заметить, что формула (2.4) в рамках ТФП является более точ­

ной в сравнении с также часто применяемой формулой Кубо-Гринвуда [80, 81]

𝜀
(2)
𝑇 (𝜔) =

1

3

4𝜋2𝑒2ℏ2

𝑚2𝜔2Ω
lim
|q|→0

∑︁
𝑖,𝑗,𝛼,k

2𝑤k · [𝑓 (𝐸𝑖,k, 𝑇 )− 𝑓 (𝐸𝑗,k+e𝛼𝑞, 𝑇 )]×

×|⟨𝑢𝑗,k|∇𝛼 − 𝑖k𝛼|𝑢𝑖,k⟩|2 · 𝛿 (𝐸𝑗,k+e𝛼𝑞 − 𝐸𝑖,k − ℏ𝜔) ,

(2.5)

поскольку позволяет учесть нелокальность псевдопотенциала и обменно-кор­

реляционного функционала, как это было показано в работах [82, 83]. Авторы
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[84, 85] показали, что использование формулы (2.4) позволяет достичь лучше­

го согласия с экспериментом по отражательной способности плазмы ксенона

в сравнении с формулой Кубо-Гринвуда. Теоретические основы расчета опти­

ческих свойств в рамках ТФП и оптические свойства плазмы ксенона будут

рассмотрены более поднобно в Главах 7 и 8.

Спектр собственных 𝐸𝑖,k значений является конечным в силу конечности

объема моделируемой системы, что обуславливает необходимость использова­

ния приближений для 𝛿-функции, входящей в формулу (2.4). Для решения

данной проблемы 𝛿-функции может быть аппроксимирована функцией Гаус­

са с конечной шириной Δ𝐸

𝛿 (𝐸) → 1√
2𝜋Δ𝐸

exp

(︂
− 𝐸2

2(Δ𝐸)2

)︂
. (2.6)

В рамках ТФП такое приближение является стандартным для расчета опти­

ческих характеристик [10, 25, 86–88]. Величина Δ𝐸 принимается настолько

малой, насколько это возможно без появления локальных колебаний мни­

мой ДП, возникающих из-за дискретности спектра собственных значений

[10, 25, 87]. В работе [10] предложен метод определения минимально возмож­

ной ширины Δ𝐸 как среднего значения произведения разностей энергий со­

седних уровней и соответствующих им заселенностей

Δ𝐸min =
1

𝑁k

1

𝑁𝑏

∑︁
𝑛,k

|(𝐸𝑛+1,k − 𝐸𝑛,k) (𝑓𝑛+1,k − 𝑓𝑛,k)|, (2.7)

где 𝑁𝑏 — число электронных орбиталей, 𝑁k — число k-точек в зоне Бриллю­

эна.

Преобразование Крамерса-Кронига применяется для расчета действи­

тельной части ДП

𝜀(1)(𝜔) = 1 +
2

𝜋
𝑃

∞∫︁
0

𝑑𝜔′ 𝜀(2)(𝜔′)𝜔′

(𝜔′)2 − (𝜔 + 𝑖𝜂)2
, (2.8)
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Рис. 2.2. Самосогласованный подход для расчета оптических и электронных свойств.

где символ 𝑃 , обозначает нахождение интеграла в смысле главного значения

(в пределе 𝜂 → 0).

Подход, предложенный для описания оптических и электронных свойств

в рамках ТФП представлен схематически на рис. 2.2. Основа подхода пред­

ставлена в двух красных прямоугольниках. Мнимая часть ДП рассчитыва­

ется по формуле (2.4), которая, как было упомянуто ранее, позволяет кор­

ректно учитывать нелокальность потенциала. Преобразование (2.8) мнимой

ДП позволяет рассчитать действительную часть ДП. Имея компоненты ДП,

можно вычислить оптические (зависимость коэффициента отражения от уг­

ла падения излучения, угол Брюстера, отражение с учетом неоднородности

переходного слоя на границе сред) и электронные (электропроводность, плаз­
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менная частота) характеристики исследуемой системы. Метод учета отраже­

ния от оптически неоднородной среды как для случая нормального падения

излучения, так и отражения различных компонент излучения в зависимости

от их поляризации будет рассмотрен в Главе 8. Зная уровни энергии, можно

рассчитать плотность электронных состояний. В рамках описанного подхода,

мнимая часть ДП входит в выражения, как коэффициента отражения, так и

плазменной частоты, однозначным образом определяя их значения.

2.2.1. Электропроводность

В общем случае, динамическая электропроводность и мнимая часть ДП

связаны соотношением

𝜎 (𝜔) = 𝜔𝜀(2) (𝜔) /4𝜋. (2.9)

Выражение (2.9) совместно с (2.4) дает значение электропроводности, равное

нулю при частоте 𝜔 = 0. Поскольку данная функция не является аналити­

ческой в нуле, для вычисления статической электропроводности 𝜎 (0), необ­

ходимо найти значение предела зависимости 𝜎 (𝜔) справа от нуля. Одним из

методов определения значения 𝜎 (0) является линейная экстраполяция двух

ближайших к нулю по частоте точек зависимости 𝜎 (𝜔) [10, 25, 86, 87].

Формула (2.9) справедлива для любых проводников: металлов, полуме­

таллов, полупроводников, плазмы, сред с низкой проводимостью и др. Для

сред с высокой проводимостью, где динамическая электропроводность в об­

ласти малых частот имеет лоренцевский профиль, возможна аппроксимация

зависимости 𝜎 (𝜔) формулой Друде [10, 25, 86, 87]

𝜎𝐷 (𝜔) = 𝜎0/
(︀
1 + 𝜔2𝜏 2eff

)︀
. (2.10)

Такой подход позволяет оценить, помимо статической электропроводности

𝜎0, эффективное время релаксации 𝜏eff.
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Описанные выше методы определения статической электропроводности

используются как для состояния флюида или плазмы, так и для твердого те­

ла [10, 25, 86–88]. В последнем случае применимы также более точные методы

расчета тензора статической электропроводности по формуле Друде [89]

𝜎𝛼𝛽 (0) = 𝑒2𝜏𝑡𝑟

(︂
𝑛𝑒
𝑚𝑒

)︂
eff

= 𝜏𝑡𝑟
𝑒2

Ω

∑︁
𝑖,k

(︂
𝜕𝐸𝑖,k

𝜕ℏ𝑘𝛼

)︂(︂
𝜕𝐸𝑖,k

𝜕ℏ𝑘𝛽

)︂(︂
− 𝜕𝑓

𝜕𝐸𝑖,k

)︂
, (2.11)

где 𝜏𝑡𝑟 - транспортное время релаксации, содержащее в себе различные эф­

фекты рассеяния. В общем случае 1/𝜏𝑡𝑟 = 1/𝜏𝑖𝑚𝑝+1/𝜏𝑒𝑝+1/𝜏𝐶 , где величина

1/𝜏𝑖𝑚𝑝 - частота рассеяния на примесях, 1/𝜏𝑒𝑝 - частота электрон-фононного

рассеяния, 1/𝜏𝐶 - частота кулоновского рассеяния. Для твердого тела предпо­

лагается, что основным механизмом рассеяния является электрон-фононный,

для определения времени релаксации которого используется приближенное

выражение 1/𝜏𝑒𝑝 ≈ 𝑘𝐵𝑇/ℏ [89].

Значения электропроводности при заданных значениях плотности и тем­

пературы моделируемой среды рассчитываются для различных ионных кон­

фигураций и далее усредняются по ним.

2.2.2. Учет влияния температуры на оптические свойства

Электронная температура входит в выражение для ДП (2.4) через засе­

ленность электронных уровней 𝑓 (𝐸𝑖,k, 𝑇 ), определяемую функцией распреде­

ления Ферми-Дирака. Значение ДП и электропроводности находятся для за­

данной конфигурации ионов. Расчет данных величин для различных конфи­

гураций позволяет учесть динамику ионов при заданной температуре. Таким

образом, влияние ионной температуры на ДП и электропроводность учиты­

вается посредством усреднения по конфигурациям ионов.

На рис. 2.3 представлена динамическая электропроводность 𝜎(𝜔) флю­

ида водорода при температуре 1000 К и плотности 1 г/см3, усредненная по
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Рис. 2.3. Усредненная по ионным конфигурациям динамическая электропроводность флю­

ида водорода при плотности 1 г/см3 и 𝑇 =1000К
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10 конфигурациям ионов. Для каждого значения частоты 𝜔 рассчитано зна­

чение дисперсии Δ𝜎 =
√︀
𝜎2 − �̄�2, где верхняя черта обозначает усреднение

значения по конфигурациям. Величина дисперсии связана с влиянием эффек­

тов ионной температуры.

2.2.3. Плазменная частота

Плазменную частоту 𝜔𝑝 можно оценить, зная мнимую ДП, используя

правило сумм
∞∫︁
0

𝜔𝜀(2) (𝜔) 𝑑𝜔 =
𝜋

2
𝜔2
𝑝. (2.12)

Рассмотрим следующую функцию, зависящую от верхнего предела интегри­

рования 𝜔𝑚𝑎𝑥

𝑆(𝜔max) =
2𝑚Ω

2𝜋2𝑁𝑒𝑒2

𝜔max∫︁
0

𝜀(2) (𝜔)𝜔𝑑𝜔. (2.13)

Выражение (2.13) можно вывести из (2.12) заменой бесконечности в верхнем

пределе интеграла (2.12) на 𝜔𝑚𝑎𝑥 и с учетом выражения для плазменной ча­

стоты

𝜔2
𝑝 = 4𝜋𝑁𝑒𝑒

2/𝑚Ω. (2.14)

Пример функции 𝑆(𝜔𝑚𝑎𝑥) для случая плазмы ксенона с плотностью

𝜌 = 2.2 г/см3 и температурой 𝑇 = 35000К представлен на рис. 2.4. Коли­

чество электронов 𝑁𝑒, входящее в формулу (2.14), в рамках подхода ТФП

определяется числом валентных электронов в псевдопотенциале и в данном

примере равно 𝑁𝑒 = 8𝑁 , где 𝑁 - количество тяжелых частиц в расчетной

ячейке.

При расчете мнимой ДП учитываются все возможные переходы между

электронными уровнями. Эти переходы можно разбить на два типа: межзон­

ные и внутризонные. Межзонные переходы в плазме возможны между раз­

личными дискретными связанными состояниями (переходы между состояни­
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Рис. 2.4. Зависимость функции 𝑆 от верхнего предела интегрирования 𝜔𝑚𝑎𝑥.

ями с различным главным квантовым числом) и между связанными и свобод­

ными состояниями (фотоионизация). Внутризонные переходы возможны как

в непрерывном спектре, так и внутри связанного состояния (переходы между

состояниями с одинаковым главным квантовым, но с разным орбитальным

числом). Плазменная частота определяется вкладом свободных электронов,

и в данном случае соответствует внутризонным переходам в непрерывном

спектре.

Как можно видеть из рис. 2.4, функция 𝑆(𝜔𝑚𝑎𝑥) имеет два стационар­

ных значения, обозначим их как 𝑆1 и 𝑆2. Значение 𝑆2 = 1 соответствует 8

электронам, что указывает на правильность проведенного расчета. При этом

при заданных значениях плотности и темепратуры не все валентные электро­

ны являются свободными. Первое стационарное значение 𝑆1 является вкла­

дом низкочастотных переходов и может быть соотнесено со внутризонными

переходами между электронными уровнями. По-этому это значение можно
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использовать для оценки плазменной частоты, применяя выражение

𝜔2
𝑝 = (4𝜋𝑁𝑒𝑒

2/𝑚Ω) · 𝑆1. (2.15)

Таким образом, описанный выше подход однозначным образом позволя­

ет связать значения оптических свойств, таких как коэффициент отражения,

и электронных характеристик среды, таких как статическая электропровод­

ность и плазменная частота.
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Глава 3

Молекулярный кристаллический водород

Исследования проблемы металлизации кристаллического водорода на­

чались с 1935 года. В первоначальной работе Вигнера и Хантингтона [90]

предполагалось, что молекулы водорода диссоциируют, образуя объемно-цен­

трированную кубическую кристаллическую решетку. Ашкрофт в работе 1968

года [91] оценил критическую температуру перехода для твердого водорода

в сверхпроводящее состояние около 400К. Это непосредственно указывает

на возможность высокотемпературной сверхпроводимости кристаллического

водорода при давлениях, вплоть до нормальных, за счет широкой области

метастабильных состояний, как было показано в серии работ [92–96].

На данный момент существует два основных механизма образования

металлического кристаллического водорода. Первый механизм предполагает

диссоциацию молекул водорода с образованием атомарной решетки. Этот ме­

ханизм был изучен теоретически с использованием разных первопринципных

методов, включая такие как ТФП [97–103] и квантовый метод Монте-Карло

[104, 105]. Эти исследования предсказывают образование атомарной решетки

в диапазоне давлений 370-500 ГПа. Первое экспериментальное указание на

образование металлической фазы водорода было обнаружено в работе [106],

где наблюдался резкий рост коэффициента отражения (металлический блеск)

твердого водорода при статическом сжатии в алмазных наковальнях при тем­

пературах 5.5 и 83 К. При достижении давления 495 ГПа было зафиксировано

возникновение металлической фазы кристаллического водорода.

Другие работы также указывают на металлизацию твердого водорода:

[107] и [108] при давлениях 440 и 425ГПа соответственно. Анализ измене­

ния коэффициента отражения [106] с использованием формулы Друде для
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расчета ДП позволил оценить плазменную частоту и концентрацию свобод­

ных электронов. Такой подход также позволил оценить степень ионизации,

близкую к 100% при давлениях перехода, что указывает на то, что образо­

вавшаяся металлическая фаза водорода является атомарной. Этот сценарий

металлизации кристаллического водорода будет подробно рассмотрен в сле­

дующей главе.

В настоящей главе рассматривается второй механизм металлизации, ко­

торый связан с перекрытием зон проводимости и валентности, при сохра­

нении молекулярной структура кристалла водорода. При этом происходит

появление и постепенный рост электропроводности в фазе III молекулярного

кристаллического водорода. Такой механизм был исследован теоретически в

рамках методов первопринципного моделирования, таких как ТФП и кванто­

вый метод Монте-Карло. Следующие источники [97, 108–122] являются при­

мерами таких исследований.

Наиболее вероятной структурой кристаллического молекулярного водо­

рода в фазе III (при давлениях свыше 200 ГПа) является моноклинная ре­

шетка с симметрией C2/c и 12 атомами в элементарной ячейке, согласно дан­

ным из работы [97]. По оценкам [103, 108–117], металлизация молекулярного

кристалла возникает при давлениях в диапазоне значений 250–500 ГПа. Ре­

зультаты расчетов указывают на следующие наиболее вероятные структуры

молекулярного металла: моноклинная решетка с симметрией C2/c и две ром­

бические решетки Cmca-12 и Cmca-4, содержащие 12 и 4 атома водорода в

элементарной ячейке соответсвенно. Как будет показано в следующей главе,

структура Cmca-4 также может соответствовать метастабильному состоянию

молекулярного кристаллического водорода при температуре 100 К и давлени­

ях выше 544 ГПа [118–120].

В экспериментальных работах [107, 108] в отличие от [106] было вы­

сказано предположение, что образующееся металлическое состояние водо­
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рода сохраняет молекулярную структуру. Результаты [107], полученные на

основе исследования зависимости удельного сопротивления и профилей ра­

мановского спектра от температуры 𝑇 в области параметров 𝑇 < 200К и

𝑃 = 195 − 480ГПа, указывают на существование полуметаллического со­

стояния молекулярного водорода при 𝑃 = 350 − 440ГПа. В приведенном

диапазоне давлений зависимость удельного сопротивления от температуры

проходит через минимум, что является характерным признаком полуметал­

ла. Абсолютные значения электропроводности, измеренные в эксперименте,

также являются типичными для полуметаллов, в частности, таких как вис­

мут [123, 124]. Профиль зависимости удельного сопротивления молекулярно­

го кристаллического водорода от давления схож с аналогичной зависимостью

для ксенона и кислорода [125–127], в которых металлизация также проходит

через образование промежуточного полуметаллического состояния.

Следует заметить, что в диапазоне 𝑃 = 350 − 440ГПа не наблюдается

структурных изменений и кристаллический водород остается в фазе III, с

предполагаемой структурой C2/c. При давлениях, превышающих 440 ГПа,

на рамановском спектре наблюдается исчезновение молекулярного пика, что,

согласно выводам [107], может указывать на последующее преобразование

как в хороший молекулярный металл, так и переход в состояние с атомарной

решеткой.

В эксперименте [108] было зафиксировано резкое уменьшение прямой

щели с 0.6 до 0.1 эВ при давлении 425 ГПа и температуре 80 К, что является

признаком образования металла. Эти результаты эксперимента [108] хорошо

согласуются с расчетами [105], что указывает на возможное превращение ди­

электрической молекулярной структуры с симметрией C2/c в металлическое

состояние с ромбической структурой Cmca-12 молекулярного кристалличе­

ского водорода. Металлический характер проводимости структуры Cmca-12

также показан в работах [102, 113, 122]. Дополнительным указанием на то,
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что металлическое состояние кристаллического водорода сохраняет молеку­

лярную структуру, является отсутствие гистерезиса зависимости прямой ще­

ли от давления. Таким образом, наблюдаемое экспериментально в работе [108]

образование металлического кристаллического водорода не является резуль­

татом фазового перехода первого рода, а происходит вследствие перехода

между молекулярными структурами без резкого изменения плотности.

В данной главе представлены результаты расчета в рамках ТФП и КМД

уравнения состояния, распределения электронной плотности и ПКФ молеку­

лярного кристаллического водорода при температуре 100 К в диапазоне дав­

лений 𝑃 = 302−626ГПа. Основное внимание уделено исследованию механиз­

ма проводимости на основе расчета зонной структуры и электропроводности.

3.1. Метод расчета

В соответсвии со схемой, представленной на рис. 2.1, метод расчета со­

держит два этапа. На первом этапе рассчитывается траектории протонов в

рамках КМД. В течение первых 1000 шагов по времени система выводится

на равновесие. На равновесном участке траектории проводится расчет ПКФ

и давления на каждом шаге по времени. Результаты усредняются по набору

равновесных ионных конфигураций. В зависимости от плотности частиц в

расчетной ячейке траектории насчитывают от 10000 до 20000 шагов с шагом

0.5 фс, внутри которых выделяется от 1000 до 2000 конфигураций, по кото­

рым усредняются ПКФ и давление. Расчеты проводятся для канонического

ансамбля при температуре 100К.

Решение системы уравнений Кона-Шема находится в базисе плоских

волн с параметром ограничения 𝐸𝑐𝑢𝑡, равным 1200 эВ, что является достаточ­

ным для достижения сходимости результатов расчета. При расчета давления

и ПКФ используется потенциал PAW с обменно-корреляционным функцио­
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налом PBE. Число k-точек в зоне Бриллюэна выбиралось равным 27, что

обеспечивает сходимость результатов расчета давления.

Количество частиц в расчетной ячейке, находящейся в периодических

граничных условиях, 192. Начальная конфигурация — моноклинная решет­

ка с симметрией С2/c с 12 атомами водорода в элементарной ячейке. Пара­

метры расчетной ячейки взяты из работы [97]. В качестве начальной была

выбрана плотность, равная 1.14 г/см3. Последующие плотности получаются

изотропным уменьшением объема начальной ячейки. Исследуемый диапазон

плотностей водорода 𝜌 = 1.14− 1.56 г/см3.

Равновесные структуры, обсуждаемые ниже, образуются в процессе ре­

лаксации молекулярно-динамической траектории при постоянном объеме и

температуре. Группы симметрии и элементарные ячейки усредненных по вре­

мени структур определяются с использованием кода FINDSYM [128].

На втором этапе для полученных структур проводится расчет зонной

структуры и электропроводности. Рассматриваются две структуры кристал­

лического молекулярного водорода: моноклинная с симметрией C2/c c 12-ю

атомами в элементарной ячейке и ромбическая с симметрией Cmca с 4 атома­

ми в элементарной ячейке. Расчеты зонной структуры проводятся для ячеек

с 12-ю атомами в структуре с симметрией C2/c и 8-ю атомами в структуре

с симметрией Cmca. Электропроводность рассчитывается по формуле (2.9).

На данном этапе используется гибридный нелокальный функционал HSE. За­

дается сетка из 12×12×12 k-точек, что обеспечивает сходимость результатов

расчета.

3.2. Уравнение состояния и структура

Результат расчета зависимости давления 𝑃 от плотности 𝜌 при тем­

пературе 100К представлен на рис. 3.1(а). В диапазоне плотностей от 1.14
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Рис. 3.1. (а) – изотерма 100К молекулярного кристаллического водорода: треугольники

соответствуют моноклинной структуре с симметрией C2/c, ромбы – ромбическая структу­

ра с симметрией Cmca. Пространственное расположение атомов водорода в элементарных

ячейках структур C2/c (б) и Cmca (в). Синим изображена изоповерхность электронной

плотности при значении 0.8 Å−3.
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до 1.45 г/см3 кристаллический молекулярный водород сохраняет моноклин­

ную структуры С2/с. Точки, соответствующие данной структуре обозначены

треугольниками. При значении плотности 1.47 г/см3 происходит изменение

структуры с моноклинной на ромбическую с группой симметрии Cmca с 4-мя

атомами в элементарной ячейке (ромбы на рис. 3.1(а)). Следует заметить, что

данный переход является структурным, так как в данном случае не наблю­

дается скачка плотности.

Пространственное расположение атомов водорода в элементарных ячей­

ках молекулярных фаз с симметрией C2/c и Cmca-4 при 𝜌 = 1.14 г/см3 и

𝜌 = 1.562 г/см3 показано на рис. 3.1(б) и (в) соответственно. На молекуляр­

ный характер представленных структур также указывает форма изоповерх­

ности электронной плотности со значением 0.8 Å−3. При сжатии и переходе в

структуру с симметрией Cmca кристаллический водород остается молекуляр­

ным, при этом происходит увеличение значения электронной плотности в про­

странстве между молекулами и наблюдается перекрытие на уровне 0.8 Å−3,

как это можно заметить из рис. 3.1(в).

Соответствующие полученным структурам ПКФ 𝑔 (𝑟) при различных

значениях давления показаны на рис. 3.2. Видно, что первый пик ПКФ при

давлении 302 ГПа находится на расстоянии 𝑑 (H2) = 0.75 Å, близком к харак­

терному межатомному расстоянию в молекуле водорода 0.74 Å в основном

состоянии. При сжатии в структуре C2/c происходит плавное увеличение

расстояния 𝑑 (H2), соответствующего первому максимуму ПКФ. Как видно

из вставки на рис. 3.2 величина 𝑑 (H2) достигает значения 0.78 Å при образо­

вании структуры Cmca при давлении 544 ГПа и далее остается неизменной

при сжатии до 626 ГПа. Таким образом, при сжатии решетки C2/c наблюдает­

ся незначительное увеличение межатомного расстояния в молекуле водорода

от 0.75 Å до 0.78 Å. При этом в ромбической структуре Cmca данная величина

остается неизменной при увеличении давления.
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Рис. 3.2. ПКФ молекулярного кристаллического водорода при различных значениях дав­

ления. Вставка: зависимость положения первого максимума ПКФ от давления.
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3.3. Полупроводниковые и полуметаллические

состояния

Для анализа характера проводимости рассматриваемых структур прове­

ден расчет зонной структуры. Для обсуждения представленных далее резуль­

татов необходимо пояснить понятия прямой и непрямой щели между зонами

валентности и проводимости. Непрямую щель Δ𝐼 можно определить как ми­

нимум разницы границ зон проводимости 𝐸𝑐 (k) и валентности 𝐸𝑣 (k), при

условии, что минимум спектра зоны проводимости и максимум зоны валент­

ности соответствуют разным k-векторам в зоне Бриллюэна. Таким образом,

Δ𝐼 можно записать в виде

Δ𝐼 = min
�̸�=𝑗

(𝐸𝑐 (k𝑖)− 𝐸𝑣 (k𝑗)) . (3.1)

В данном случае переход электрона из зоны проводимости в валентную зону

сопровождается изменением импульса ℏΔk = ℏ (k𝑗 − k𝑖). При этом в процес­

се поглощения энергии, кроме электрона и фотона, участвует фонон, который

забирает дополнительный импульс.

Если переход происходит без изменения импульса, что эквивалентно слу­

чаю, когда минимум спектра зоны проводимости и максимум спектра валент­

ной зоны соответствуют одной и той же k-точке в зоне Бриллюэна, щель

является прямой. Прямую щель Δ𝐷 можно выразить как

Δ𝐷 = min
𝑖=𝑗

(𝐸𝑐 (k𝑖)− 𝐸𝑣 (k𝑗)) . (3.2)

Для случая полупроводника величины обоих щелей отличны от нуля:

Δ𝐼 ̸= 0 и Δ𝐷 ̸= 0. При условии Δ𝐼 < Δ𝐷 полупроводник является непрямо­

зонным. В обратном случае Δ𝐼 ⩾ Δ𝐷 — прямозонным.

В металлах и полуметаллах запрещенная зона отсутствует, т.е. всегда

выполнено условие Δ𝐼 = 0. В металле также отсутствует и прямая щель
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Рис. 3.3. Структура элементарной ячейки с симметрией C2/c при плотности 1.14 г/см3:

(a) – пространственное расположение атомов в элементарной ячейке, атомы в молекулах

соединены для наглядности, задние атомы изображены зеленым; (б) – распределение элек­

тронной плотности в передней плоскости элементарной ячейки в диапазоне значений от

0.3 до 2.6 Å−3, шкала равномерная

Δ𝐷 = 0. В полуметалле характерно наличие прямой щели (Δ𝐷 ̸= 0) между

зоной проводимости и валентной зоной по всем направлениям вектора k в

зоне Бриллюэна. Таким образом, происходит перекрытие валентной зоны в

одном или нескольких секторах вектора k с зоной проводимости в одном или

нескольких других секторах вектора k. Вследствие этого электроны, оказав­

шиеся в валентной зоне выше уровня Ферми, «перетекают» в области зоны

проводимости, оказавшиеся ниже уровня Ферми. Образующиеся при этом

дырочный «карман» или «карманы» в валентной зоне и электронный «кар­

ман» или «карманы» в зоне проводимости являются признаками полуметал­

ла. Такой вид зонной структуры полуметалла отличает его от металла, где

валентная зона заполнена полностью [123, 129–136]. Объёмы электронных и

дырочных «карманов» определяют величину электропроводности полуметал­

ла [130].

Моноклинная структура с симметрией С2/c молекулярного кристалли­
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Рис. 3.4. Зонная структура при значениях давления (а) – 302ГПа, (б) – 355ГПа. Красные

сплошные линии соответствуют зоне проводимости, синие пунктирные линии – валентной

зоне.

ческого водорода является устойчивой при температуре 100 К в диапазоне

давлений от 302 до 544ГПа, как видно из рис. 3.1. Элементарная ячейка

структуры C2/c и рассчитанное распределение электронной плотности при

значении давления 302 ГПа представлены на рис. 3.3.

Зонные структура для данной решетки при значениях давления 302 и

355 ГПа представлены на рис. 3.4(а) и (б) соответственно. Значения энергии 𝐸

отсчитываются от энергии Ферми 𝐸𝑓 . Значения прямой и непрямой щели при

давлении 302 ГПа равны Δ𝐼 = 0.802 эВ и Δ𝐷 = 2.96 эВ (в k-точке близкой к

Z). Размер щели заметно превышает величину температуры 𝑘𝐵𝑇 = 0.0086 эВ,
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Рис. 3.5. Зонная структура при значении давления 361ГПа. Обозначения аналогичны пред­

ставленным на рис. 3.4

что обуславливает низкую электропроводность 𝜎 (0) = 0.58 (Ом·см)−1. При

увеличении давления до 355 ГПа происходит сближение границ зоны прово­

димости и валентной зоны и уменьшение значений Δ𝐼 и Δ𝐷 до 0.16 и 2.6 эВ

соответственно.

При расчете зонной структуры рассматривалось 12 электронных орби­

талей, что при заданных условиях соответствовало решению системы урав­

нений Кона-Шэма с 7-ю заполненными и 5-ю незаполненными орбиталями.

Для нахождения прямой щели находился минимум разности между спектром

последней заполненной и первой незаполненной электронной орбитали. В дан­

ной случае рассматривалась разница между 8-ой и 7-ой орбиталями и значе­

ния прямой щели определялись как

Δ𝐷 = min
𝑖=𝑗

(𝐸8 (k𝑖)− 𝐸7 (k𝑗)) .

Рис. 3.5 показывает, что при давлении 361 ГПа непрямая щель закрыва­

ется. Величина прямой щели при этом уменьшается до 2.5 эВ. Таким образом,

в диапазоне давлений 𝑃 = 302− 361ГПа кристаллический молекулярный во­

дород является непрямозонным полупроводником.

При увеличении давления происходит возрастание значений электрон­
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Рис. 3.6. Распределение электронной плотности структуры с симметрией C2/c в диапазоне

значений от 0.8 до 0.9 Å−3 при различных значениях давления: (a) — 302 ГПа; (б) — 410

ГПа

ной плотности в седловых точках между молекулами, как это можно ви­

деть из сравнения профилей электронной плотности при давлениях 302 и

410 ГПа, представленного на рис. 3.6. Такое изменение распределения элек­

тронной плотности приводит к росту электропроводности до значений 12.7 (Ом·см)−1,

что более чем на порядок больше значения при давлении 302 ГПа.

На рис. 3.7(а-в) представлены зонные структуры при давлениях 389, 485

и 527ГПа соответственно. При сжатии до давлений выше 361 ГПа возникает

перекрытие зоны проводимости и валентной зоны. При этом валентная зона

становится частично незаполненной и за этот счёт зона проводимости оказы­

вается частично заполненной. Как можно видеть из рис. 3.7(в) при возраста­

нии давления до 527ГПа величина перекрытия зон увеличивается до 2.7 эВ,

величина прямой щели уменьшается до 0.654 эВ. Полученный профиль зон­

ной структуры указывает на образование полуметаллического состояния.
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Рис. 3.7. Зонная структура при значениях давления (а) – 389 ГПа, (б) – 485 ГПа, (в) – 527

ГПа. Обозначения аналогичны представленным на рис. 3.4
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Рис. 3.8. Структура элементарной ячейки с симметрией Cmca при плотности 1.562 г/см3:

(a) — пространственное расположение атомов; (б) — распределение электронной плотности

в диапазоне значений от 0.3 до 2.6 Å−3

3.4. Металлический молекулярный кристаллический

водород

При значении плотности 1.47 г/см3 и давлении 544 ГПа происходит из­

менение структуры молекулярного водорода с моноклинной на ромбическую

с группой симметрии Cmca с 4-мя атомами в элементарной ячейке. Такая

структура молекулярного водорода существует при температуре 100 К в диа­

пазоне давлений от 544 до 626 ГПа. В этом диапазоне давлений электро­

проводность заметно больше в сравнении с C2/c и возрастает до значения

1200 (Ом·см)−1 при давлении 626 ГПа. Элементарная ячейка и профиль рас­

пределения электронной плотности в структуре Cmca-4 при давлении 626ГПа

представлены на рис. 3.8. Кристаллический водород при данных условиях со­

храняет молекулярную структуру, что подтверждается распределением элек­

тронной плотности, представленным на рис. 3.8(б).
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Рис. 3.9. Зонная структура при значениях давления (а) – 544 ГПа, (б) – 626ГПа. Обозна­

чения аналогичны представленным на рис. 3.4
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Как видно из рис. 3.9 в структуре Cmca-4 при давлениях 544 и 626 ГПа

возникает перекрытие валентной зоны и зоны проводимости, причем валент­

ная зона оказывается частично незаполненной, а дно зоны проводимости —-

частично заполненным, так же, как и в случае моноклинной структуры с сим­

метрией C2/c при в диапазоне давлений от 361 до 527 ГПа. Однако в отли­

чие от C2/c, в структуре Cmaca происходит закрытие прямой щели. Таким

образом, кристаллический молекулярный водород со структурой Cmca-4 в

диапазоне 𝑃 = 544−626ГПа является металлом. Причем, как можно видеть

из рис. 3.1, формирование металлического состояния связано с изменением

структуры, происходящим без скачка плотности.

3.5. Обсуждение результатов

На основе анализа результатов расчета зонной структуры и зависимости

величины прямой и непрямой щели от давления, представленной на рис. 3.10,

в диапазоне 𝑃 = 302−626ГПа можно выделить три области с различным ти­

пом проводимости. Моноклинная структура с симметрией C2/c при давлени­

ях 302–361 ГПа является непрямозонным полупроводником. При давлениях

выше 361 ГПа образуется полуметаллическое состояние структуры C2/c. При

плотности 1.47 г/см3 и соответствующем давлении 544 ГПа происходит обра­

зование ромбической структуры с симметрией Cmca-4 и закрытие прямой

щели, что указывает на металлический характер проводимости структуры

Cmca-4 в диапазоне давлений 544–626 ГПа.

Полученное давление образование полуметаллического состояния струк­

туры C2/c близко к экспериментально измеренному значению 350 ГПа [107].

Наблюдаемое образование металлической структуры Cmca-4 хорошо со­

гласуется с теоретическими предсказаниями [102–105, 110–117, 137]. Следует

отметить, что при молекулярно-динамическом моделировании образования
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Рис. 3.10. Зависимость прямой (черные круги, соединенные пунктирной линией) и непря­

мой (красны квадраты, соединенные пунктирной линией) от давления. Черные вертикаль­

ные линии ограничивают области проводника, полуметалла и металла. Красная верти­

кальная пунктирная линия – граница области метастабильных состояний, согласно оценке

[119, 120]

металлической ромбической структуры Cmca-12, рассмотренной в [110–116,

137], не наблюдается.

Согласно оценкам, полученным в [119, 120], структуры, возникающие

при давлениях выше 487 ГПа являются метастабильными. Таким образом,

полуметаллическое состояние с симметрией C2/c является метастабильным

в диапазоне давлений от 487 до 544ГПа. Молекулярная металлическая фаза

Cmca, существующая по результатам расчетов в диапазоне давлений 𝑃 =

544− 626ГПа, полностью расположена в метастабильной области.

Поскольку в экспериментах [106–108] наблюдаются только устойчивые

состояния, приведенный выше результат позволяет предположить, что обра­

зование металлического состояния кристаллического водорода соответствует

фазовому переходу первого рода из стабильного полуметаллического состоя­

ния со структурой С2/с в стабильную атомную решетку. Это предположение

исключает наблюдение металлического молекулярного кристалла водорода,

предполагаемого в эксперименте [108], и соответствует исходному предсказа­
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нию [90] и данным эксперимента [106].

3.6. Заключение к главе 3

В рамках КМД и ТФП проведено моделирование изменения структуры

и исследован характер проводимости молекулярного кристаллического водо­

рода. Проведен расчет давления, ПКФ протонов, зонной структуры и элек­

тропроводности при температуре 100 К в диапазоне плотностей водорода от

1.14 до 1.562 г/см3. Представленные в настоящей главе результаты можно

суммировать в виде следующих выводов:

1. Получены две структуры молекулярного кристаллического водорода:

моноклинная решетка с симметрией C2/c с 12-ю атомами в элементар­

ной ячейке, устойчивая в диапазоне давлений 𝑃 = 302 − 544ГПа и

ромбическая решетка с симметрией Cmca c 4 атомами в элементарной

ячейке при давлениях 𝑃 = 544− 626ГПа.

2. При сжатии структуры с симметрией C2/c наблюдается увеличение

межатомного расстояния в молекуле водорода от 0.75 до 0.78 Å. В ром­

бической структуре с симметрией Cmca-4 данный параметр равен 0.78 Å

и остается неизменным при сжатии до 626 ГПа.

3. Молекулярный кристалл с симметрией C2/c является непрямозонным

полупроводником в диапазоне давлений 𝑃 = 302− 361ГПа.

4. Непрерывный переход из состояния непрямозонного полупроводника в

полуметалл наблюдается в решетке C2/c при давлении 361ГПа, что

хорошо согласуется с экспериментальным давлением образования полу­

металлического состояния 350 ГПа [107].
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5. Непрерывный переход от полуметаллического состояния со структурой

C2/c к металлическому состоянию со структурой Cmca-4 обнаружен

при давлении 544ГПа. Таким образом, полученные результаты показы­

вают, что переход от полупроводникового молекулярного кристалличе­

ского водорода к металлическому состоянию происходит через проме­

жуточное полуметаллическое состояние.
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Глава 4

Атомарный кристаллический водород

В данной главе представлены результаты моделирования образования

атомарной фазы кристаллического водорода при высоких давлениях. Ранее

было упомянуто, что исследование образования атомарной решетки считает­

ся основным механизмом металлизации твердого водорода при сжатии, как

было предложено в работе [90].

Первопринципные методы расчета, основанные на методах Монте-Кар­

ло и ТФП, предсказывают структуры атомарного кристаллического водоро­

да, которые гораздо более сложны, чем объёмно-центрированная кубическая

решетка, предложенная в [90]. В частности, согласно работам [98, 104], наи­

более вероятной структурой металлического атомарного водорода является

тетрагональная решетка с симметрией I41/amd. Эта структура стабильна при

давлениях выше 450 ГПа [99, 138].

Другой возможной структурой атомарной фазы кристаллического водо­

рода является ромбическая структура с симметрией FDDD. Эта структура

сохраняет устойчивость при уменьшении давлений до 350 ГПа [100]. В упомя­

нутых выше работах использован метод, основанный на поиске и оптимиза­

ции статических структур в рамках ТФП, а также анализ фононного спектра

для исследования устойчивости конфигураций.

Также было проведено моделирование динамики изменения структуры

твердого водорода при различных температурах и давлениях в рамках КМД.

В работе [103] исследована релаксация структуры при сжатии и растяжении в

диапазоне давлений от 250 до 500ГПа при температурах 200 и 414 К с исполь­

зованием метода ТФП с молекулярной динамикой на интегралах по траекто­

риям. Было обнаружен резкий рост электропроводности уже при давлении
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350 ГПа. В [118, 139] проведено молекулярно-динамическое моделирование

изменения структуры твердого водорода при температуре 100К и диапазоне

плотностей от 1.14 до 2.1 г/см3. При плотности 1.563 г/см3 обнаружен распад

молекул водорода и резкий рост электропроводности.

В настоящей главе исследована релаксация структур кристалллическо­

го водорода при сжатии и растяжении для различных начальных плотно­

стей, с целью определения области существования метастабильных состояний

кристаллического водорода. Также проанализирована динамика изменения

структуры твердого водорода на основе анализа ПКФ при сжатии и растя­

жении вдоль изотермы 100 К. Используемые методы расчета и параметры

аналогичны описанным в Главе 3. В качестве начальных плотностей поми­

мо плотности 1.14 г/см3, рассматриваемой в предыдущей главе, были также

выбраны следующие значения: 1.565 г/см3 и 1.45 г/см3.

4.1. Уравнение состояния

Рассчитанная зависимость давления 𝑃 от плотности 𝜌 при температуре

100 К представлена на рис. 4.1. Квадраты, соединенные линией 1, соответству­

ют молекулярному кристаллическому водороду. Круги, соединенные линией

2, — немолекулярный твердый водород. Точки на линии 1 аналогичны дан­

ным, представленным рис. 3.1(а).

Как было показано ранее в Главе 3, в диапазоне плотностей 𝜌 = 1.14−

1.56 г/см3 кристаллический водород имеет молекулярную структуру. При сжа­

тии до 𝜌 = 1.563 г/см3 происходит распад молекул водорода, сопровождае­

мый увеличением электропроводности до значения 85900 (Ом·см)−1. Струк­

тура полученной атомарной фазы водорода является ромбической с симмет­

рией C2221. При переходе в немолекулярное состояние происходит резкое

уменьшение давления от 625ГПа до 607 ГПа, что может указывать на ме­
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Рис. 4.1. Зависимость давления от плотности при 𝑇 = 100К: 1 – молекулярная фаза, 2 –

атомарная фаза кристаллического водорода
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тастабильность молекулярной структуры Cmca-4 при плотности 1.563 г/см3

и возможный скачок плотности при переходе.

На рис. 4.2(a) показан пример зависимости давления от времени при сжа­

тии от начальной структуры C2/c с плотностью 1.14 г/см3 до 𝜌 = 1.57 г/см3.

На участке, соответствующем выводу системы на равновесие при 𝑡 < 1пс,

происходит переход от структуры C2/c к Cmca-4. При 𝑡 > 4.5пс происходит

резкое уменьшение давления с 635ГПа до 613 ГПа, соответствующее линии

2 на рис. 4.1. При этом происходит образование атомарной структуры с сим­

метрией C2221. Таким образом, вдоль молекулярно-динамической траекто­

рии наблюдается переход от молекулярной фазы кристаллического водорода

с симметрией C2/c к немолекулярной C2221 через промежуточную молеку­

лярную структуру Cmca-4.

При сжатии от 𝜌 = 1.14 г/см3 до 𝜌 > 1.573 г/см3 происходит посте­

пенное разрушение кристаллической структуры. Поэтому в качестве новой

начальной конфигурации была выбрана структура, полученная при сжатии

до 𝜌 = 1.565 г/см3 с симметрией C2221. Структура с заданной симметри­

ей остается устойчивой при сжатии до 1.8 г/см3 и соответствующем данной

плотности давлению 847ГПа, а также при растяжении до 𝜌 = 1.46 г/см3 и

𝑃 = 514ГПа. Таким образом, как видно из рис. 4.1, в диапазоне давлений

от 514 ГПа до 625 ГПа возникает разность плотностей между атомарной и

молекулярной фазами кристаллического водорода равная Δ𝜌 = 0.03 г/см3.

При расширении структуры атомарной фазы водорода до плотности

𝜌 = 1.45 г/см3 и давления 𝑃 = 514ГПа происходит изменение симметрии с

ромбической C2221 на моноклинную P21/c, сопровождающееся скачком плот­

ности Δ𝜌 = 0.01 г/см3. Структура P21/c остается устойчивой при расширении

до 𝜌 = 1.41 г/см3. Как показано на рис. 4.2(б) при 𝜌 = 1.41 г/см3 происходит

резкое возрастание давления от 481 до 494 ГПа (соответствует линии 1 на

рис. 4.1), сопровождающееся образованием молекул водорода. Следует заме­
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Рис. 4.2. Зависимость давления от времени при плотности: (a) – 1.57 г/см3, (б) – 1.41 г/см3
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тить, что при этом образуется структура с симметрией Cmca-4, а не с C2/c,

что тем не менее соответствует области устойчивости структуры Cmca-4 со­

гласно результатам работы [112].

В качестве новой начальной конфигурации была выбрана атомарная

структура с симметрией P21/c, получаемая при расширении структуры C2221

до 𝜌 = 1.45 г/см3. Таким образом, удалось продлить атомарную ветвь 2 до

плотности 1.24 г/см3 и давления 350ГПа. При дальнейшем расширении про­

исходит переход в молекулярное состояние, аналогичный представленному на

рис. 4.2(б). В диапазоне давлений от 350 ГПа до 514 ГПа возникает разность

плотностей между атомарной и молекулярной фазами кристаллического во­

дорода равная Δ𝜌 = 0.02 г/см3.

Таким образом, получен гистерезис зависимости давления от плотности

при температуре 100 К при сжатии и последующем растяжении в диапазоне

давлений от 350 до 626 ГПа. Полученный диапазон давлений может быть со­

отнесен с областью существования метастабильных состояний молекулярной

и атомарной фазы кристаллического водорода. Величина области метаста­

бильности Δ𝑃 = 275ГПа.

Исходя из диапазона давлений, определяющего область существования

метастабильных состояний, можно приблизительно оценить равновесное зна­

чение давления перехода из молекулярного в атомарной состояние как сред­

нее значение 𝑃 = 487.5ГПа. Такая оценка достаточно близка к эксперимен­

тальному давлению образования металлического водорода 495 ГПа [106]. С

учетом полученного давления фазового равновесия из рис. 4.1 видно, что ато­

марная структура с симметрией P21/c и молекулярная с симметрией Cmca-4

полностью находится в области метастабильных состояний при понижении и

повышении давления соответсвенно.

Следует заметить, в области параметров фазового перехода в проводя­

щее состояние во флюиде водорода вид изотермы схож с представленной на
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рис. 4.1 [140, 141]. Более подробно данный результат будет рассмотрен в Главе

6.

4.2. Структура метастабильного атомарного водорода

При сжатии начальной структуры с плотностью 1.14 г/см3 до значений

плотности выше 1.562 г/см3 происходит распад молекул водорода. Харак­

терное пространственное расположение атомов в полученной структуре при

плотности 1.565 г/см3 показано на рис. 4.3(а). Как было упомянуто ранее дан­

ная структура является ромбической с симметрией C2221. При этом первый

пик ПКФ смещается от расстояния 0.74 Å до 0.92 Å как видно из рис. 4.3(б).

Первый пик ПКФ сохраняется на расстоянии 0.92Å при сжатии до плотности

2.1 г/см3, начиная с которой данное характерное расстояние начинает совпа­

дать со средним межатомным расстоянием.

При растяжении структуры, полученной при плотности 1.565 г/см3, до

плотности 1.45 г/см3 происходит образование моноклинной структуры с сим­

метрией P21/c. Пространственное расположение атомов в данной структуре

и ПКФ при 𝜌 = 1.45 г/см3 показаны на рис. 4.4(а) и (б) соответственно. По­

ложение первого пика ПКФ остается неизменным, как это видно из рис. 4.4

(б).

На рис. 4.5(а) показано пространственное расположение атомов водоро­

да в первой координационной сфере при значении плотности 1.565 г/см3, со­

стоящее из пяти атомов водорода с расстоянием 𝑎 = 0.92 Å от центрального

атома 1. Полученная структура характеризуется квазитетраэдрическим окру­

жением с соответствующими расстояниями в первой сфере 2-3, 2-4, 3-5, и 4-5,

равными 𝑐 = 1.41 Å. Оставшиеся два ребра 3-4 и 2-5 равны 𝑑 = 1.72 Å. Угол

между плоскостями, образованными атомами 1-2-3 и 1-4-5, равен 60∘, что от­

личает полученную структуру от предсказанной в [98, 104, 138] с группой
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Рис. 4.3. Структура атомарного кристаллического водорода с симметрией C2221 при плот­

ности 1.57 г/см3: (а) – пространственное расположение атомов, (б) – ПКФ. Положение

первых трех пиков ПКФ: 𝑎 = 0.92 Å, 𝑐 = 1.41 Å, 𝑑 = 1.72 Å.

Рис. 4.4. Структура атомарного кристаллического водорода с симметрией P21/c при плот­

ности 1.45 г/см3: (а) – пространственное расположение атомов, (б) – ПКФ. Положение

первых двух пиков ПКФ: 𝑎 = 0.92 Å, 𝑏 = 1.46 Å.
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симметрии I41/amd, где аналогичные плоскости перпендикулярны.

На рис. 4.5(б) показано расположение атомов в структуре с симметрией

P21/c. В такой структуре у каждой частицы три ближайших соседа в отличие

от решетки с симметрией C2221, где количество ближайших соседей равно 4.

При этом минимальное расстояние между частицами (первый пик ПКФ на

рис. 4.4(б)) равно 𝑎 = 0.92 Å, также как и в C2221. В структуре с симмет­

рией C2221 существует два характерных расстояния в первой сфере равные

𝑐 = 1.41 Å и 𝑑 = 1.72 Å соответствующие второму и третьему пику ПКФ на

рис. 4.3(б). При образовании структуры с симметрией P21/c данные пики сли­

ваются, образуя второй пик ПКФ на расстоянии 𝑏 = 1.46 Å. Следует также

заметить, что расстояние 𝑎 = 0.92 Åточно совпадает с межатомном расстоя­

нием в ионе H+
3 [142] и остается неизменным во всех полученных атомарных

решетках при понижении давления.

4.3. Заключение к главе 4

Метод КМД в рамках ТФП был применен для расчета уравнения состо­

яния и исследования динамики изменения структуры при сжатии начиная

от плотности 1.14 г/см3 и последующем растяжении при температуре 100 К.

Анализируя полученные результаты, можно сделать следующие выводы:

1. При сжатии до 𝜌 = 1.563 г/см3 и давления 626 ГПа наблюдается распад

молекул водорода. Пять протонов образуют квазитетраэдр, состоящий

из двух треугольников с общим центром. Четыре расстояния от цен­

трального протона равны 0.92 Å, как в протонном кластере H+
3 , и не

меняются при дальнейшем увеличении плотности до 2.1 г/см3.

2. Обнаружен гистерезис зависимости давления от плотности в диапазоне

давлений от 350 до 625 ГПа, соответствующий области существования
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Рис. 4.5. Пространственное расположение частиц в первой координационной сфере: (а) —

плотность 1.565 г/см3. Расстояния между атомами 𝑎 = 0.92 Å (1-2, 1-3, 1-4, и 1-5), 𝑐 =

1.41 Å (2-3, 2-4, 3-5 и 4-5), и 𝑑 = 1.72 Å (3-4, 2-5). (б) – плотность 1.45 г/см3. Расстояния

между атомами 𝑎 = 0.92 Å (1-2, 1-3 и 1-4), 𝑏 = 1.46 Å.
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метастабильных состояний молекулярного и атомарного кристалличе­

ского водорода. Величина области метастабильности Δ𝑃 = 275ГПа.

3. Получена оценка равновесного давления перехода в атомарное состоя­

ние 𝑃 = 487.5ГПа. Величина скачка плотности Δ𝜌 = 0.03 г/см3.

4. При расширении до плотности 1.45 г/см3 наблюдается образование про­

межуточной атомарной фазы с симметрией P21/c. Данная структура

соответствует метастабильному атомарному кристаллическому водоро­

ду и существует при понижении давления до 350 ГПа.
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Глава 5

Плазменный фазовый переход в разогретом

плотном водороде

В этой главе рассмотрены термодинамические и электронные свойств

флюида водорода в области фазового перехода флюид-флюид, при котором

происходит образование проводящей фазы. Представлен обзор эксперимен­

тальных работ, связанных с наблюдением возникновения проводящего состо­

яния разогретого плотного водорода и дейтерия, и результатов теоретических

исследований, полученных в рамках первопринципных методов моделирова­

ния. Рассмотрены механизм фазового перехода, рост электропроводности и

образование ионно-молекулярных комплексов. Приведен обзор термодинами­

ческих, оптических и транспортных свойств водорода в области параметров

возникновения проводящего состояния.

5.1. Обзор экспериментальных работ

Методы экспериментальных исследований можно условно разделить на

динамические (ударные волны, Z-пинч, NIF) и статические (алмазные нако­

вальни).

5.1.1. Динамическое сжатие

В работе 1996 года [1] впервые удалось наблюдать возникновение ме­

таллической фазы флюида водорода и дейтерия при температуре 3000К и

давлении 140 ГПа. Был использован метод отраженных ударных волн, при

котором происходило девятикратное сжатие по плотности в течение 100 нс.

При сжатии образца водорода от 93 ГПа до 140 ГПа наблюдалось резкое воз­
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растание электропроводности более чем на 4 порядка до значения около

2000 (Ом·см)−1. При этом не было обнаружено указаний на фазовый пере­

ход первого рода, а переход в проводящее состояние происходил непрерывно.

Также не было обнаружено никаких различий между водородом и дейтерием.

Значения температур, рассчитанные в рамках моделей [143, 144], соот­

ветствует диапазону 2200 – 4400К. Согласно оценкам [143–146] степень дис­

социации молекул на атомы не превышает 10%, что может являться указа­

нием на то, что основным механизмом, обеспечивающим резкий рост элек­

тропроводности, является ионизация с образованием молекулярных ионов

H+
2 . Таким образом, согласно результатам эксперимента [1], флюид водорода

при давлении 140 ГПа остается молекулярным с возникновением металличе­

ской проводимости вследствие ионизации молекул, что связывает механизм

образования проводящей фазы с предсказанием ПФП [147–149]. Результаты

[1] инициировали дальнейшие экспериментальные исследования фазовой диа­

граммы флюида водорода в заданной области параметров.

На волне результатов [1, 143, 144, 146] были проведены эксперименты

[150–153], где также проводились измерения электропроводности при много­

кратном ударном сжатии в плоской системе газообразного и жидкого водоро­

да до давления 150ГПа. Обнаружено резкое возрастание электропроводности

на пять порядков до 1000 (Ом·см)−1 в диапазоне плотностей от 0.3 г/см3 до

0.5 г/см3. Измерения электропроводности проводились на каждой ступеньке

сжатия. Диапазон температур составил от 1500 до 20000 К. Полученные дан­

ные могут быть описаны с помощью модели неидеальной плазмы с учетом

увеличения количества электронов проводимости в результате ионизации дав­

лением. В эксперименте [153] исследовалось сжатие в цилиндрической геомет­

рии. Помимо водорода, обнаружен рост электропроводности на 2 – 4 порядка

в ксеноне, аргоне, гелии, криптоне. Показана возможность фазового перехода

первого рода в водороде в проводящее состояние.
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В пионерском эксперименте [2] при изэнтропическом взрывном ударном

сжатии дейтерия был обнаружен пологий излом зависимости давления 𝑃 от

плотности 𝜌 в диапазоне значений 𝑃 = 127˘150ГПа и 𝜌 = 1.36˘1.78 г/см3, со­

провождавшийся резким увеличением электропроводности более чем на 5 по­

рядков. Данный результат рассматривался как указание на фазовый переход

первого рода, возникающий вследствие ионизации давлением и описываемый

в рамках механизма ПФП со скачком плотности в 20%.

В работе [154] проводилось измерение электропроводности ударно-сжа­

того водорода вдоль изобар 135 и 180ГПа. В отличие от [150–153] значения

проводимости определялись при плотности максимального сжатия. Наблюда­

лось уменьшение электропроводности с ростом температуры, изменяющейся

в диапазоне значений от 3000 до 10000 К. Согласно модели [155, 156], так

же рассматривается зависимость величины проводимости от процента «ме­

таллической фазы», получено достаточно хорошее согласие с [1, 143, 144,

146]. Наибольшее измеренное значение электропроводности не превышало

4000 (Ом·см)−1.

В работе [157] конечная температура динамически сжатого водорода ис­

следовалась в диапазоне давлений 100 – 150 ГПа: получены значения 2500

– 5500К. Во всех экспериментах регистрировался пик аномальной темпера­

туры в конце стадии сжатия. Форма регистрируемых низкотемпературных

профилей отличается от полученной при гидродинамическом моделирова­

нии. Эти эффекты описывались образованием пленки металлического водо­

рода на холодной поверхности LiF. В высокотемпературных экспериментах

металлическая пленка не наблюдалась. Обнаружено, что при 𝑇 = 6800К и

𝑃 = 150ГПa водород оптически прозрачен. Экспериментально полученные

точки на диаграмме давление-температура для диэлектрического и метал­

лического состояний водорода хорошо согласуются с предсказаниями модели

[156]. Пленка металлического водорода, образующаяся на материале окна, мо­
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жет существенно повлиять на результаты измерения проводимости в окрест­

ности кривой фазового перехода.

В работе [158], являющейся развитием [2], исследованы термодинамиче­

ские свойства дейтерия в области давлений до 5500 ГПа. Проведено более по­

дробное измерение зависимости 𝑃 (𝜌) в области значений давления 150 ГПа.

Было показано, что в зоне излома измеренная квазиизэнтропа имеет отчет­

ливый горизонтальный разрыв со значительным (около 15%) скачком плот­

ности в районе 𝑃 ≈ 150ГПа, что согласуется с выводом о наличии аномалии

в квазиизэнтропической сжимаемости дейтерия (водорода), вызванной ПФП.

Результаты работы [158] получили дополнительное уточнение в недавнем экс­

перименте [159].

Значения плотности водорода/дейтерия в работах [2, 158] определялись

по измеренному с помощью скоростной рентгеновской камеры значению ради­

уса оболочки в момент ее «остановки». Давление получено на основе газодина­

мических расчетов, учитывающих реальные характеристики эксперименталь­

ных устройств. Значения температуры в области фазового перехода были рас­

считаны с использованием различных моделей плазмы: 𝑇 = 4100К с исполь­

зованием уравнения состояния Копышева-Хрусталева [160]; 𝑇 = 2600К в рам­

ках химической модели плазмы с использованием модели SAHA-D [161–163];

𝑇 = 860К в рамках метода Монте-Карло в ансамбле с реакциями REMC

[164]; 𝑇 = 6100К с использованием КМД в рамках ТФП [165]; еще одна

оценка в рамках ТФП – диапазон температур 𝑇 = 1600˘1800К [166]. Таким

образом, положение фазового перехода, обнаруженного в [2, 158], на фазовой

диаграмме давление-температура существенно зависит от модели плазмы и

метода расчета уравнения состояния.

В работе [165] не обнаружено возникновения излома на изэнтропе, что

согласуется также с результатами [167]. Результаты моделирования в рамках

ТФП [167] указывают на то, что точка, соответствующая границе перехода
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в проводящее состояние в [2], соответствует температуре 283К, что в сово­

купности с давлением указывает на твердое состояние водорода. В обзоре

[168] также указано, что величина плато на изэнтропе в [2] может совпадать

с ошибкой измерения плотности.

Вместе с тем следует подчеркнуть, что результаты [2] нашли подтвер­

ждение в серии последующих экспериментов, проведенных разными метода­

ми. Поэтому к критике [165, 167, 168] следует отнестись с осторожностью.

5.1.2. Эксперименты со статическим сжатием в алмазных

наковальнях

В эксперименте [169] для исследования свойств флюида водорода и дей­

терия в области высоких давлений применены последовательно методы стати­

ческого сжатия в алмазных наковальнях с последующим динамическим сжа­

тием и нагревом с помощью лазера. Измерения коэффициента отражения про­

водились в диапазоне конечных значений давления 35–50ГПа и температуры

3500–5000 К. Был обнаружен плавный переход к проводящему состоянию в

области значений давления и температуры, где коэффициент отражения пре­

вышает 10%.

В работе [170] диапазон давлений и температур был расширен 𝑃 =

40 − 175ГПа и = 5000 − 20000К. Данные по отражательной способности

так же, как и в [169], дают непрерывный переход от изолятора к проводя­

щему флюиду водорода и показывают, что данный переход становится все

более чувствительным к температуре с увеличением плотности. Таким обра­

зом, данные [169, 170] так же, как и [1, 143, 144, 146], получены при темпе­

ратурах выше критической, а образование металлического флюида водорода

вследствие фазового перехода первого рода происходит при более низких зна­

чениях температуры.
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В работе [3] было обнаружено плато на зависимости температуры от

мощности лазера в водороде при значениях давления 119, 125 и 155 ГПа и

соответствующих им значениях температуры 1680, 1520 и 1560 К. В экспери­

менте использовался нагрев водорода импульсным лазером в камере, пред­

варительно сжатой в алмазных наковальнях. Нагрев исследуемых образцов

проводился до температур, существенно превышающих значения температу­

ры плавления. Пиковое значение температуры в эксперименте определялось

по излучению серого тела, коэффициент излучения которого зависит лишь от

температуры, а не от частоты. Давление определяется по флуоресценции ру­

бина или по смещению Рамановского спектра. Аналогичный результат был

получен в работе [5] в диапазоне давлений от 82 до 106 ГПа при более вы­

соких температурах до 2500 К. Найденный результат интерпретируется как

косвенное указание на фазовый переход первого рода, связанный с переходом

молекулярного флюида водорода, являющегося изолятором, в металлическое

моноатомное состояние. Авторы указывают на то, что механизм фазового пе­

рехода согласуется с ПФП [147–149].

В работе [4] в дополнение к исследованию зависимости температуры от

мощности лазера были также исследованы оптические свойства в диапазоне

давлений 110–170 ГПа и температурах до 2200 К. Исследовались зависимо­

сти коэффициентов отражения и прохождения лазера на длинах волн 514,

633, 808 и 980 нм. В области возникновения плато также наблюдается резкое

увеличение коэффициента отражения и уменьшение коэффициента прохож­

дения, что в свою очередь указывает на рост электропроводности и образо­

вание металлического флюида водорода.

В работе [171] дополнительно было проанализировано влияние неодно­

родности электронной плотности в металлической фазе, возникающей вслед­

ствие большого температурного градиента в ячейке, на результаты экспери­

мента [4]. Было показано, что для тонких пленок толщиной в несколько на­
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нометров оптические свойства остаются неизменными по сравнению со свой­

ствами однородного металлического флюида.

Плато в кривых нагрева может возникнуть из-за скрытой теплоты фа­

зового перехода, так что дополнительная лазерная мощность требуется для

поддержания температуры. При этом одновременно с плато увеличивается

отражательная способность и падает поглощение. В эксперименте, в районе

плато, отражение очень мало, и поглощение растет. Таким образом, скрытая

теплота остается в качестве вероятного источника плато. При этом также

было выдвинуто предположение о том, что моменты возникновения плато и

изменения оптических свойств несколько разделены по времени, что может

свидетельствовать о том, что их вызывают различные эффекты.

В работе [172] так же, как в экспериментах [3–5], исследуются профи­

ли изменения температуры, а также оптические свойства водорода в ячейке

с алмазной наковальней, нагреваемой импульсным лазером, при давлениях

10–150 ГПа и температурах до 6000 К. При этом в отличие от [3–5] рассматри­

ваются процессы при понижении температуры образца. Обнаружено, что во­

дород поглощает в диапазоне длин волн от видимого до ближнего инфракрас­

ного диапазона выше пороговой температуры, которая снижается с 3000 К

при 18 ГПа до 1700К при 110 ГПа. Плато зависимости температуры от време­

ни интерпретируется в [172] не как следствие возникновения теплоты фазово­

го перехода первого рода, а как наличие промежуточного поглощающего, но

неметаллического состояния водорода на границе между диэлектрическим и

металлическим режимами в диапазоне давлений от 10ГПа до 150ГПа.

На основе аппроксимации результатов измерения зависимости коэффи­

циента отражения от длины волны лазера формулой Друде для диэлектри­

ческой проницаемости были получены значения электропроводности 11000−

15000 (Ом·см)−1 [173]. Измерения коэффициента отражения проводились в

диапазоне давлений 140–170 ГПа и температур 1800–2700К. Данный диапа­
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зон параметров достаточно близок к условиям эксперимента [1]. Коэффици­

ент отражения измерялся одновременно с температурой, тем самым устра­

няя систематические погрешности, возникающие в результате отдельных из­

мерений отражения и температуры. Продолжительность лазерного импульса

290 нс, с одной стороны, достаточно длинная для достижения локального теп­

лового равновесия, а с другой, достаточно короткая, чтобы не ингибировать

диффузию образцов в алмаз.

В рамках теории Друде была получена оценка отношения концентрации

свободных электронов к концентрации протонов. Полученный результат был

интерпретирован как степень диссоциации молекул на атомы, достигающую

значений 65±15%. В работе [174] показано, что металлическая фаза является

сильно вырожденной частично ионизованной плазмой. При этом в пределах

неопределенности фитирования результатов с помощью формулы Друде, по­

лученные оценки не могут однозначно различить смешанный атомно-молеку­

лярный металл и полностью атомарный металл.

В работе [175] проведено конечно-элементное решение уравнения тепло­

проводности для моделирования фазового перехода в разогретом плотном во­

дороде в условиях экспериментов [3–5]. Показано, что наблюдаемое плато на

кривой нагрева является прямым указанием на фазовый переход первого ро­

да. В совокупности с отрицательным наклоном кривой фазового равновесия

и резким возрастанием коэффициента отражения в области возникновения

плато полученные результаты явно связывают механизм образования метал­

лической фазы флюида водорода с ПФП.

В работе [176] показано наличие изотопического эффекта при исследова­

нии образования проводящего состояния флюида дейтерия, сжатого в алмаз­

ных наковальнях и нагреваемого лазером, в диапазоне давлений 120–170ГПа

и температурах до 3000К. Величина сдвига кривой равновесия фаз для дей­

терия в сравнении с водородом составляет 700 К.
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В работе [177] в видимом спектральном диапазоне наблюдается появле­

ние металлической отражательной способности при давлениях выше 150 ГПа

и 𝑇 ≥ 3000K. Коэффициент отражения быстро увеличивается с уменьше­

нием энергии фотона, что указывает на металлическое поведение свободных

электронов при высоких температурах. Спектры отражения также предпола­

гают гораздо большее время электронного столкновения (≥1 фс), чем пред­

полагалось ранее [173, 174]. Результаты [177] также указывают на существо­

вание промежуточного полупроводникового состояния флюида водорода на

пути к металлизации.

5.1.3. Z-пинч

Результаты измерений положения линии фазового равновесия непрово­

дящего и металлического флюида дейтерия, полученные в работе [7], замет­

но отличаются от рассмотренных выше. В этой работе проводилась серия

экспериментов по динамическому сжатию жидкого дейтерия на Z-машине

Сандийских национальных лабораторий. Сжатие производится посредством

взаимодействия образца в исследуемой ячейке с ударником – плоской метал­

лической пластиной, разгоняемой с помощью сильного магнитного поля. При

этом возникает давление в несколько Мбар в течение порядка 1 мкс. Обра­

зование металлической фазы детектировалось по резкому увеличению отра­

жательной способности дейтерия, что в свою очередь однозначно связано с

увеличением электропроводности в диапазоне давлений 280–305 ГПа. Так же,

как и в [1, 143, 144, 146], измерялись значения давления, а для определения

плотности и температуры использовались различные численные методы.

Давление, при котором начинается резкое увеличение коэффициента от­

ражения слабо зависит от температуры. Полученные при этом значения тем­

пературы находятся в диапазоне 900–1800 К. Причем положение кривой фа­
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зового равновесия на плоскости давление-температура зависит от наличия,

либо отсутствия скрытой теплоты, связанной с фазовым переходом первого

рода. Таким образом, в работе [7] допускается интерпретация, при которой об­

разование металлического состояния происходит непрерывным образом, при

котором естественным образом отсутствует скрытый нагрев. При этом на­

клон кривой 𝑑𝑇/𝑑𝑃 меняется достаточно слабо. Данный результат согласу­

ется с [172, 177].

Результаты экспериментов [3–5] в диапазоне давлений 120–150 ГПа в ра­

боте [7] объясняются как следствие уменьшения ширины запрещенной зоны

до значения 2 эВ, а не фазового перехода первого рода с образованием метал­

лического состояния. При дальнейшем сжатии происходит постепенная дис­

социация молекул водорода, а металлизация происходит уже при давлениях

выше 280 ГПа.

5.1.4. Эксперименты на NIF

В работе [8] исследовательской группы из Национального комплекса ла­

зерных термоядерных реакций (National Ignition Facility, NIF) были представ­

лены результаты измерений отражения и поглощения лазерного излучения

от жидкого дейтерия, динамически сжатого вплоть до 600ГПа. Полученные

данные показывают возрастание показателя преломления, начало поглоще­

ния видимого света при давлениях выше 150 ГПа и возникновение металли­

ческой отражательной способности (более 30%) при давлении около 200 ГПа

и температуре ниже 2000 К. В установку входят 168 лазеров, доставляющих с

двух сторон до 300 кДж ультрафиолетового излучения на стенки хольраума,

которые в свою очередь генерируют рентгеновское излучение, давящее на об­

разец. Задавая временную зависимость лазерных импульсов, можно контро­

лировать последовательность сжатий образца. Состояние образца диагности­

94



руется при помощи линейного доплеровского скоростного интерферометра.

Так же, как и в эксперименте на Z-машине [7], в работе [8] наблюдается

разделение момента начала поглощения и роста отражательной способности

при давлениях около 150 ГПа. Такое разделение, по мнение авторов иссле­

дования, хорошо объясняет многие различия в положении линии перехода,

полученные разными группами.

При этом давление образования металлического состояния различается

на достаточно большую величину около 100 ГПа. Согласно данным [8], опти­

ческая отражательная способность достигает значения 55% около 280 ГПа и

остается постоянной при дальнейшем сжатии, подобно давлению, при кото­

ром высокая отражательная способность появляется в эксперименте [7]. Это

показывает, что оба эксперимента исследуют аналогичные состояния в на­

чале и завершении перехода диэлектрик-металл. При этом в силу различий

в методике проведения экспериментов промежуточные состояния возникают

при различных условиях.

Авторы [8] полагают, что различие связано с тем, что временной мас­

штаб Z-экспериментов на два порядка больше, и поэтому возникают турбу­

лентные боковые потоки в слое образца во время наблюдений. Эти эффекты

приводят к различной интерпретации скачков коэффициента отражения, на­

блюдаемых в данных [7], связывая их с завершением, а не с началом перехо­

да диэлектрик-металл. Таким образом, предполагается, что температуры [7]

должны быть cкорректированы в сторону уменьшения из-за скрытой тепло­

ты фазового перехода.

Есть неопределенности в оценках температуры в обоих экспериментах,

но неопределенности [7] усугубляются более длинными временными масшта­

бами, которые вызывают множественные механизмы переноса тепла. Намно­

го более короткие временные масштабы в [8] исключают их появление.

Максимальное значение температуры, пересчитанное в [8] для данных
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[7], не превышает 700 К, в то время как авторы [7] относили образование ме­

таллической фазы к температурам выше 1100 К. Переход диэлектрик-металл

в работе [8] наблюдается до 1640 К.

В экспериментах [7, 8] наклоны кривых фазового равновесия в плоскости

температура-давление совпадают и составляют около 5К/ГПа, что указывает

на то, что с учетом пересчета температуры, результаты данных эксперимен­

тов лежат на одной кривой равновесия фаз. Это также позволяет оценить

положение тройной точки диэлектрический флюид – металлический флюид

– твердое тело вблизи 600 К и 300 ГПа.

5.1.5. Экспериментальная фазовая диаграмма флюида водорода

при высоких давлениях

Совокупность всех наиболее важных экспериментальных данных по фа­

зовой диаграмме флюида водорода/дейтерия в области образования металли­

ческого состояния, полученных к данному моменту, представлена на рис. 5.1.

Все точки, представленные на рис. 5.1 и соответствующие результатам экспе­

риментов, упомянутых ранее, находятся выше линии плавления (линия 1),

измеренной в работе [178]. Экспериментальные точки в области флюида во­

дорода/дейтерия сгруппированы по методу сжатия: динамическое ударное

сжатие, либо предварительное статическое сжатие в DAC с последующим

лазерным нагревом и сжатием.

Кратко перечислим результаты динамических экспериментов. Закрашен­

ный коричневый кружок соответствует условиям, при которых впервые об­

наружена металлизация водорода и дейтерия на основе измерений электро­

проводности [1]. Черные точки [2, 158], соответствуют диэлектрическому (ле­

вый) и металлическому (правый) состояниям дейтерия при различных мето­

дах оценки температуры [161–163, 166]. Синие треугольники – образование
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Рис. 5.1. Экспериментальная фазовая диаграмма флюида водорода/дейтерия при высоких

давлениях. 1 – линия плавления водорода [178]. Закрашенные точки соответствуют дей­

терию, незакрашенные – водороду. Линии 2 и 3 – предполагаемые фазовые границы для

полупроводникового и металлического водорода/дейтерия соответственно [177]. Результа­

ты экспериментов с динамическим сжатием. 4 – [1]. Черные точки – [2], при различных

методах оценки температуры: 5 – [160], 6 – [161–163], 7 – [166]. 8 – [158]. 9 – [7]. Зеленые

точки – [8]: 10 – достижение поглощающего состояния, 11 – резкий рост отражательной

способности, 12 – пересчет температуры в [7] в соответствии с моделью, используемой

в [8]. Результаты статических экспериментов. 13 – металлические состояния [177]. 14 –

полупроводниковые состояния [177]. Серые точки [172]: начало поглощения (15), полупро­

водниковое состояние (16). 17 – [169]. 18 – [170]. Результаты оптических экспериментов

DAC, представленные как резкий переход изолятор-металл: 19 – [4], 20 – [173], 21 – [174].

Эксперименты, показывающие плато на зависимости температуры от мощности нагрева:

22 – [3], 23 – [5].
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металлического дейтерия, наблюдаемое в экспериментах на Z-машине [7]. Зе­

леные точки — результат постепенного лазерного сжатия в NIF [8]: квадраты

соответствуют достижению поглощающего состояния, кружки – резкому ро­

сту отражательной способности, треугольники — пересчет температуры в [7]

в соответствии с моделью, используемой в [8].

Переходим к результатам статических экспериментов. Оранжевые ром­

бы обозначают условия металлического состояния, обнаруженные с помощью

оптического отражения в работе [177] для водорода и дейтерия. Большие

погрешности (около 1000 K) связаны с низким коэффициентом излучения и

температурными градиентами образца. Оранжевые квадраты соответствуют

условиям, при которых коэффициент отражения водорода и дейтерия был ни­

же нескольких процентов, а аппроксимация формулой Друде показывает рез­

кое снижение электропроводности. Данные точки соответствуют состоянию,

промежуточному между металлическим и диэлектрическим состояниями, в

котором флюид водорода/дейтерия является полупроводником.

Красные треугольники и квадраты получены в экспериментах [169, 170]

с однократным ударным сжатием. В данных работах не обнаружено никаких

серьезных различий между D и H. Серые точки [172], непосредственно изме­

ренные с использованием методики DAC, соответствуют состояниям водоро­

да, при которых происходит начало поглощения (ромбы) и обнаруживается

полупроводниковое состояние (звезда).

Результаты оптических экспериментов DAC, представленные как резкий

переход изолятор-металл, показаны фиолетовыми квадратами и треугольни­

ками для водорода и шестиугольниками для дейтерия [4, 173, 174]. Фиолето­

вые ромбы и розовые пятиугольники – эксперименты DAC в водороде, пока­

зывающие плато на зависимости температуры от мощности нагрева, интер­

претируемые как фазовый переход в металлическое состояние [3, 5].

Таким образом, согласно данным измерений фазовую диаграмму флю­
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ида водорода/дейтерия можно разделить на три области: (1) область, харак­

теризующуюся шириной щели больше 2 эВ и отсутствием электропроводно­

сти – диэлектрический флюид, (2) область, где ширина щели от 1 до 2 эВ

и температурной зависимостью электропроводности, характерной для полу­

проводников – полупроводниковый флюид, состоящую из атомов и протон­

ных комплексов, возникающих вследствие фазового перехода первого рода, и

(3) область, где происходит закрытие щели, и величина электропроводности

превышает значение 2000 (Ом·см)−1 моноатомного металлического флюида

водорода/дейтерия.

Данные границы представлены на рис. 5.1 синей и красной пунктирными

линиями, соответственно, согласно оценкам, предложенным в работе [177].

5.2. Обзор результатов ab initio моделирования

В этом разделе рассмотрены термодинамические и электронные свойств

флюида водорода в области фазового перехода флюид-флюид, полученные в

рамках различных первопринципных методов.

В работе [11] свойства флюида водорода исследовались методами перво­

принципной молекулярной динамики в рамках ТФП в ансамбле с постоянным

давлением в диапазоне значений 75–175 ГПа при температурах выше линии

плавления. Протоны рассматривались как классические частицы в рамках

метода молекулярной динамики Кара-Паринелло (CPMD) [179]. Обнаружено

скачкообразное увеличение плотности на 6% на изотерме 1500К при давлении

125 ГПа, сопровождающееся закрытием щели на уровне Ферми на плотности

электронных состояний (что указывает на металлизацию) и исчезновением

молекулярного пика на ПКФ, что трактовалось как распад молекул водоро­

да на атомы.

Фазовый переход первого рода флюид-флюид обнаружен также в [12,
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13] в рамках КМД в каноническом ансамбле (NVT) при давлении 200 ГПа

и температуре 1000К. В работах [16, 17] получен непрерывный переход в

состояние атомарного флюида водорода без фазового перехода первого рода

в рамках молекулярной динамики и ТФП в диапазоне температур от 1000 до

4000 К и давлении 200 ГПа.

Фазовый переход первого рода флюид-флюид был получен в работе [23]

с помощью КМД в рамках ТФП для конечной температуры электронов с

функционалом PBE. В диапазоне температур 800–1400 К разрыв плотности

на изотермах между атомарной и молекулярной фазами не превышал 2%. В

работе [23] также было продемонстрировано, что наличие перехода (непре­

рывного или первого рода) крайне чувствительно к размерным эффектам

(количеству частиц в расчетной ячейке), поскольку расчет для небольших

систем не демонстрирует наличия скачка плотности на изотерме. Размер

расчетной ячейки в [23] сопоставим с размером системы, рассматриваемой

[11–13] в рамках CPMD, и значительно больше используемого в [16, 17], что

объясняет отсутствие разрыва плотности на изотерме в последних работах.

В работе [180] был использован подход, во многом аналогичный [23].

Получена линия равновесия фаз, стартующая с критической точки с темпе­

ратурой в диапазоне значений 1500–2000 К и давлением 120 ГПа и имеющая

отрицательный наклон. При фазовом переходе первого рода так же, как и

в работах [11–13, 23] обнаружена диссоциация молекул, сопровождающаяся

резким ростом электропроводности. При этом более высокие в сравнении с

[23] значения критической температуры можно отнести к недостаточной схо­

димости результатов [180] по числу частиц и k-точек в зоне Бриллюэна. Ре­

зультаты [23] следует считать наиболее достоверными среди полученных в

рамках ТФП с функционалом PBE.

Для моделирования фазового перехода во флюиде водорода в рамках

ТФП также использовались гибридные функционалы. В работе [181] при­
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менение обменно-корреляционного функционала HSE приводит к заметному

увеличению давления фазового равновесия при заданной температуре. Так,

при T=1200 К давление возрастает на 50 ГПа до 205 ГПа в сравнении с резуль­

татами, полученными для функционала PBE [23]. Критическая температура

возрастает до 2200 К, что также, возможно, является следствием недоста­

точной сходимости результатов по числу частиц, поскольку моделирование с

использованием гибридного функционала требует значительно больше вычис­

лительных ресурсов в сравнении с PBE. Результаты [181] для функционала

HSE были получены при заметно меньшем количестве частиц.

В работах [31, 182] использованы нелокальные функционалы vdw-DF

и vdw-DF2 [60–63], дополнительно учитывающие корреляции, связанные с

дисперсионным взаимодействием. Учет дисперсионного взаимодействия при­

водит к еще большему увеличению давления фазового равновесия. При 𝑇 =

1200К давление возрастает до 255 ГПа в случае функционала vdw-DF (увели­

чение давления на 100ГПа в сравнении с PBE) и до 365 ГПа в случае функци­

онала vdw-DF2 (+210ГПа в сравнении с PBE). Таким образом, результаты

моделирования фазового перехода во флюиде водорода заметным образом

зависят от вида обменно-корреляционного функционала [37, 183].

Моделирование образования проводящего флюида водорода проводится

и в рамках различных методов Монте-Карло, таких как QMC [53, 184], PIMC

[185] и CEIMC [186, 187]. Среди первопринципных методов моделирования

квантовые методы Монте-Карло лучше обеспечивают баланс между точно­

стью и вычислительными ресурсами при исследовании фазового перехода во

флюиде водорода [188]. В частности, данный подход лишен недостатка ТФП,

связанного с сильной зависимостью результатов от вида обменно-корреляци­

онного функционала.

В работе [189] промоделирован фазовый переход в жидком водороде в

рамках метода QMC. Показано, что фазовый переход первого рода происхо­
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дит при давлениях, более чем на 200 ГПа, превышающих значения, получен­

ные в рамках ТФП. Также обнаружено существование смешанной атомарно­

молекулярной фазы, образующейся при давлении 400 ГПа [190]. В более позд­

ней работе [191] показано, что давления фазового перехода, полученные в

работах [189, 190] завышены более чем на 200 ГПа в силу недостаточной схо­

димости результатов по числу частиц в расчетной ячейке.

В работах [182, 192, 193] получено наиболее точное в рамках подхода

CEIMC положение кривой фазового равновесия. О переходе первого рода

свидетельствует разрыв удельного объема на изотерме, диссоциация моле­

кул, скачок электропроводности и делокализация электронов. Данные [182]

достаточно хорошо согласуются с линией металлизации флюида водорода,

полученной в эксперименте [8]. В работе [192] проведен анализ структуры

металлической фазы и показано возникновение делокализации электронов,

но при этом отсутствуют устойчивые молекулярные ионы. Фазовый переход

также сопровождается резким ростом электронной теплопроводности и по­

глощения [193].

В отличие от [189–191] результаты подхода CEIMC указывают на отсут­

ствие фазового перехода первого рода при образовании частично диссоци­

ированного состояния. При этом предполагается, что диссоциация молекул

происходит скачком одновременно с ростом электропроводности.

В работе [194] исследуется зависимость энергетической щели на плотно­

сти состояний на уровне Ферми в рамках метода CEIMC для расчета элек­

тронной структуры флюида водорода. Метод расчета величины щели предло­

жен в работах [195, 196]. Показано, что ниже критической точки происходит

скачок, совпадающий с диссоциацией молекул водорода, тогда как в области

выше критической точки диссоциация молекул происходит раньше закрытия

щели. Скачок величины щели при фазовом переходе достаточно мал, что

также можно соотнести с достаточно малой величиной скачка плотности на
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изотермах [23, 180–182].

Рис. 5.2. Различные теоретические первопринципные модели флюида водорода. Черная

пунктирная линия – линия плавления [178]. Черный ромб – точка фазового равновесия,

полученная в [11] в рамках CPMD. Результаты ТФП с различными функционалами: PBE

– желтая линия [23] и зеленая линия [180]; HSE – оранжевая линия [181]; vdw-DF2 – чер­

ная линия [31]; vdw-DF – красная линия [182]. Результаты, полученные в рамках методов

Монте-Карло: QMC – фиолетовые треугольники, соединенные линией [191]; CEIMC – си­

ние квадраты [182]

Результаты расчетов кривых фазового равновесия флюида водорода, по­

лученные с помощью первопринципных подходов представлены на рис. 5.2.

Рассчитанные кривые расположены выше линии плавления [178]. Использо­

ваны метод CPMD, ТФП с различными обменно-корреляционными функци­

оналами и методы Монте-Карло.
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Фазовый переход, полученный при моделировании, сходен с предсказа­

нием ПФП [147–149]. Наблюдаемая плотность в 10 раз превышает плотность

твердого водорода в тройной точке 0.1 г/см3. Температуры составляют около

1000 К или несколько тысяч Кельвин. Можно сделать вывод, что природа

ионизации в таких условиях может быть только ионизацией давлением, ме­

ханизм которой носит коллективный характер, что существенно отличается

от уравнения Саха и химической модели, использованной в [147–149].

5.3. Ионизация молекул при фазовом переходе во

флюиде водорода

В серии работ [197–200] обнаружено, что при фазовом переходе флюид­

флюид в разогретом плотном водороде происходит ионизация молекул водо­

рода H2 с образованием ионов или структур с межпротонными расстояниями

как в молекулярных ионах H+
2 и H+

3 . Вывод сделан на основе анализа протон­

протонных ПКФ, т.е. зафиксированы не сами ионы H+
2 и H+

3 , а максимумы

разности ПКФ до фазового перехода и после на межпротонных расстояниях

1.06 Å и 0.92 Å, характерных для этих ионов.

5.3.1. Метод расчёта

Применены аb initio молекулярная динамика в рамках ТФП с функци­

оналом PBE. Расчетная ячейка, находящаяся в периодических граничных

условиях, содержит 512 атомов водорода. Энергия обрезания базиса плос­

ких — 1200 эВ. При расчете давления и ПКФ протонов используется k-точка

среднего значения Балдереши [201]. Справедливость использования PBE и

достаточность одной k-точки для данной задачи показана в [23]. Для расче­

тов электропроводности используется k-сетка Монкхорста-Пака 3×3×3, что

104



обеспечивает сходимость результатов.

Динамическая электропроводность определяется по формуле (1.29). Плот­

ность состояний электронов рассчитывается основе уровней энергии, полу­

ченных при решении системы уравнений Кона-Шэма. ПКФ рассчитываются

непосредственно по траекториям молекулярной динамики. Расчеты прово­

дятся для канонического ансамбля. Температура ионов регулируется посред­

ством термостата Нозе-Хувера. Равная ей температура электронов задается

в распределении Ферми-Дирака.

Система выходит на равновесие примерно за 4 пс. Затем термостат от­

ключается. Давление и ПКФ усредняются за следующие 4–15 пс. Длина тра­

екторий молекулярной динамики увеличивается для двухфазной области,

где возникает плато на изотерме. Исследуемый диапазон плотностей 𝜌 =

0.6− 1.8 г/см3. Рассмотрены температуры 𝑇 = 700− 2500К.

5.3.2. Результаты расчета

Протон-протонные ПКФ 𝑔 (𝑟) рассчитаны в диапазоне плотностей водо­

рода, где ожидается фазовый переход. Результаты для плотностей 0.85 г/см3

(черная линия) и 0.95 г/см3 (красная линия) представлены на рис. 5.3(а).

Плотность 0.85 г/см3 соответствует диэлектрической фазе, 𝜌 = 0.95 г/см3 –

проводящему состоянию. Следует обратить внимание на то, что ПКФ изме­

няются плавно и медленно с ростом плотности на расстояниях 𝑟 > 2 Å. Ника­

ких указаний на фазовый переход не обнаружено в этой области расстояний.

При этом, как можно видеть из рис. 5.3(б), полученные ПКФ на расстояниях

𝑟 > 2 Å, достаточно хорошо моделируются ПКФ для системы мягких сфер с

диаметром, близким к 0.8–0.9 Å. Отталкивание мягких сфер выбрано в форме

𝑟−12 в области энергий, соответствующих рассматриваемым температурам.

Этот вид не противоречит потенциалу межмолекулярного взаимодействия
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Рис. 5.3. (а) – Парные корреляционные функции плотного разогретого водорода при тем­

пературе 𝑇 = 1000K для двух плотностей 𝜌 = 0.85 г/см3 и 0.95 г/см3. Средние расстояния

между протонами 𝑟1, молекулами 𝑟2 и трехчастичными протонными комплексами 𝑟3 для

наименьшей и наибольшей плотности показаны черными и красными стрелками соответ­

ственно. (б) – ПКФ при 𝑇 = 1000K и плотности 0.92 г/см3. Сплошная красная линия

соответствует результатам расчета, полученным в рамках ТФП ; пунктирная черная ли­

ния — модель мягких сфер.
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H2–H2, рассчитанному в [202] для низких температур. Таким образом, даль­

ний порядок в разогретом плотном водороде в области фазового перехода

флюид-флюид соответствует приближению мягких сфер.

Ситуация резко меняется для расстояний 𝑟, меньших 2 Å. На рис. 5.4(а

и б) представлены результаты расчета ПКФ в крупном масштабе для рассто­

яний 𝑟 < 2 Å для двух температур и набора плотностей. Максимальные зна­

чения 𝑔 (𝑑H2
) и близкие к нулевые значения 𝑔

(︁
𝑑H+

2

)︁
и 𝑔
(︁
𝑑H+

3

)︁
означают, что

разогретый плотный водород является молекулярной жидкостью до фазово­

го перехода, что полностью согласуется со всеми результатами, упомянутыми

ранее. Межатомное расстояние в молекуле водорода 𝑑H2
= 0.74 Å.

Межатомные расстояния в молекулярных ионах водорода H+
2 и H+

3 со­

ставляют 𝑑H+
2

= 1.06 Å и 𝑑H+
3

= 0.92 Å, соответственно. Значения 𝑔 (𝑑H2
)

уменьшаются, а значения 𝑔
(︁
𝑑H+

2

)︁
и 𝑔
(︁
𝑑H+

3

)︁
резко возрастают в узком диа­

пазоне плотностей, где происходит фазовый переход. Это означает, что ко­

личество молекул H2 резко уменьшается при фазовом переходе и возникают

структуры или кластеры с межпротонными расстояниями как у молекуляр­

ных ионов H+
2 и H+

3 .

Чтобы более наглядно показать, что именно данный эффект имеет ме­

сто при фазовом переходе, предлагается следующая процедура. Пусть 𝑔1 (𝑟) и

𝑔2 (𝑟) соответствуют ПКФ, которые расположены наиболее близко по плотно­

сти к фазовому переходу до и после него. Результаты для функции Δ𝑔 (𝑟) =

𝑔2 (𝑟) − 𝑔1 (𝑟) при различных значениях температуры показаны на рис. 5.5.

Функция Δ𝑔 (𝑟) близка к нулю при 𝑟 > 2 Å. Это подтверждает вывод о том,

что дальний порядок не реагирует на фазовый переход.
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Рис. 5.4. Парные корреляционные функции разогретого плотного водорода при темпера­

турах 1000 (а) и 1500К (б) при различных значениях плотности. Здесь и на последую­

щих рисунках линии проводятся через рассчитанные точки для наглядности. Стрелками

отмечены расстояния между протонами в H2 (𝑑H2 = 0.74 Å), H+
2 (𝑑H+

2
= 1.06 Å) и H+

3

(𝑑H+
3
= 0.92 Å).
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Рис. 5.5. Функции Δ𝑔(𝑟) = 𝑔2(𝑟)−𝑔1(𝑟) для температур 700K, 𝑔1,06(𝑟)−𝑔1,0(𝑟) (синяя сплош­

ная линия); 1000К, 𝑔0,92(𝑟) − 𝑔0,9(𝑟) (черная пунктирная линия); 1500К, 𝑔0,77(𝑟) − 𝑔0,75(𝑟)

(красная пунктирная линия). Нижние индексы показывают значения плотности, для ко­

торых взяты ПКФ для каждой температуры. Три цветные стрелки справа указывают на

средние межатомные расстояния: цвет каждой стрелки соответствует рассматриваемой

температуре.
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5.3.3. Механизм фазового перехода

Наиболее важным результатом рис. 5.5 является то, что функция Δ𝑔 (𝑟)

имеет глубокий минимум при 𝑟 = 𝑑H2
и ярко выраженный максимум при

𝑟 = 𝑑H+
3
. Справа к максимуму примыкает удлиненное монотонно спадающее

крыло, накрывающее своим концом расстояние 𝑟 = 𝑑H+
2
. Появление указания

на образование молекулярных ионов H+
2 неудивительно, поскольку появление

таких ионов отмечено во всех химических моделях плазмы [203–206]. Однако

этот процесс не рассматривается там как механизм ПФП. В данном же слу­

чае одновременно происходит два процесса: резкое уменьшение концентрации

молекул Н2 (глубокий минимум при 𝑟 = 𝑑H2
) и возникновение молекулярных

ионов.

Следует заметить, что механизм фазового перехода не может быть свя­

зан с простой диссоциацией молекул водорода с образованием атомов. В рам­

ках механизма H2 → 2H должна происходить последующая ионизация ато­

мов водорода с образованием протонов и свободных электронов, что могло бы

объяснить рост электропроводности. Оценка суммарной энергии образования

свободных электронов в таком двухстадийном процессе для случая разрежен­

ной плазмы дает величину необходимой энергии 18.07 эВ = 4.47 эВ (H2 → 2H)

+13.6 эВ (H → H+ + e). А энергия образования свободных носителей заряда

в процессе одностадийной ионизации молекул водорода H2 → H+
2 + e меньше,

чем в первом механизме, и составляет около 15.5 эВ. Таким образом, процесс

возникновения свободных электронов в случае образования молекулярных

ионов H+
2 энергетически более выгоден.

А вот то, что возникают ионы H+
3 , причём с таким ярким максимумом на

зависимости Δ𝑔 (𝑟), стало новым и неожиданным эффектом, поскольку в хи­

мические модели этот ион не включался. Однако известно, что при частичной

ионизации молекул водорода возможно образование протонного комплекса
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H+
3 в рамках обратимой реакции

H2 + H+
2 ⇄ H+

3 + H,

которая является наиболее вероятной реакцией образования катионов H+
3 в

разреженной плазме [142].

5.3.4. Эффекты плотности

Вышеприведённые рассуждения относятся к плазме при умеренных дав­

лениях. Отмеченные качественные закономерности должны сохраняться и

при повышении давления. Эффекты плотности приводят к сильному сни­

жению потенциалов ионизации, поэтому эти качественные закономерности

могут сместиться в область температур порядка 103 К в согласии с ТФП рас­

чётами.

Другим эффектом плотности является возможность группировки ионов

H+
3 в кластеры. В пользу такого предположения говорит изменение структу­

ры молекулярного кристалла водорода с повышением давления, результаты

исследования которого, по этой причине, были рассмотрены в главах 3 и 4.

Как было показано в Главе 4, при переходе в проводящее атомарное состояние

образуется кристаллическая структура с межпротонным расстоянием, совпа­

дающим с таким расстоянием в ионе H+
3 . Естественно, что кластеры такой

структуры могут сохраниться в разогретом плотном водороде при плавле­

нии кристалла. Отметим, что первые попытки найти изолированные ионы

H+
3 в разогретом плотном водороде оказались безуспешными [207]. Поэтому

рис. 5.5 можно интерпретировать как указание на кластеры с межпротонным

расстоянием, таким же, как в ионе H+
3 .
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5.3.5. Полная ионизация

Пик ПКФ, соответствующий среднему расстоянию между протонами 𝑟1,

являлся бы прямым свидетельством полной диссоциации молекул на атомы и

протоны с образованием протон-электронной плазмы. Однако, никаких при­

знаков максимума 𝑔2 (𝑟) на среднем межпротонном расстоянии на рис. 5.4

не наблюдается, а на рис. 5.5 величина Δ𝑔 (𝑟) на таких расстояниях близка

к нулю. Однако такие особенности на ПКФ наблюдаются при плотностях,

значительно больших и далеких от области фазового перехода.

С целью обнаружения этих особенностей расчеты ПКФ при темпера­

туре 𝑇 = 1000К были проведены для диапазона плотностей 1.2–1.8 г/см3,

удаленного от области фазового перехода. Первый максимум ПКФ при плот­

ности 1.2 г/см3 не соответствует среднему расстоянию между протонами 𝑟1 =

(𝑛)−1/3 (𝑛 - плотность протонов), а первый максимум 𝑔 (𝑟) при 𝜌 = 1.25 г/см3

точно совпадает со средним расстоянием между протонами, как видно из

рис. 5.6(а). Дальнейшее сжатие приводит к смещению первого пика в сторону

меньших расстояний, что в точности соответствует уменьшению среднего рас­

стояния между протонами с увеличением плотности, как показано для плот­

ностей 1.3 и 1.6 г/см3 на рис. 5.6(б). Следовательно, при плотности 1.25 г/см3

и давлении 367ГПа происходит полная диссоциация протонных комплексов

с образованием атомарного флюида водорода.

Таким образом, существует область плотностей от 0.92 до 1.25 г/см3 при

температуре 1000 К, которая характеризуется резким возрастанием электро­

проводности со сложным составом свободных протонов и протонных комплек­

сов. Влияние существования переходных связанных состояний в дейтерии

при более высоких температурах также упоминается и анализируется в ра­

ботах [203–206, 208]. Полученный результат также согласуется с обнаружен­

ной в экспериментах [7, 8, 177] областью на фазовой диаграмме разогретого
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Рис. 5.6. ПКФ разогретого плотного водорода при температуре 𝑇 = 1000K при значениях

плотности: 1.2 г/см3 (черная линия), 1.25 г/см3 (красная линия) (a) и 1.3 г/см3 (красная

линия), 1.6 г/см3 (синяя линия) (б). Средние расстояния между протонами обозначены

стрелками соответствующего цвета.
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плотного водорода, промежуточной между молекулярным диэлектрическим

и атомарным металлическим состояниями. При этом согласно результатам

расчета [197–200] фазовый переход первого рода происходит на границе ди­

электрического и полупроводящего состояний.

5.3.6. Тройная точка на линии плавления

В работах модели [148, 149] было выдвинуто предположение о существо­

вании тройной точки на кривой плавления в рамках модели, предложенной

в [147–149]. Экспериментальные данные, полученные к настоящему времени

(рис. 5.1), уверенно подтверждают это предсказание, хотя сама тройная точка

ещё не достигнута. Экстраполяция линий плавления и фазового равновесия

флюид-флюид не позволяют определить положение этой точки ввиду нена­

дёжности этих двух экстраполяций. Вместе с тем ясно, что искомая тройная

точка окажется при значительно больших давлениях, чем максимум кривой

плавления в координатах 𝑃 − 𝑇 .

Экспериментально тройная точка жидкость-жидкость-твердое тело впер­

вые наблюдалась в селене вблизи максимума линии плавления в работах

[209, 210]. При этом эта тройная точка оказалась при меньших давлениях,

чем максимум кривой плавления в координатах 𝑃 − 𝑇 . Механизм данного

перехода в селене связан со структурными изменениями вследствие распада

цепочек селена без наблюдаемого процесса ионизации.

Фазовые переходы жидкость–жидкость в селене и других веществах

[209–217] имеют сопутствующие фазовые переходы твердое тело – твердое

тело с тройной точкой твердое тело – твердое тело – жидкость на кривой

плавления при более высоком давлении, чем соответствующая тройная точ­

ка жидкость – жидкость – твердое тело. При этом вблизи линии плавления

как переход твердое тело – твердое тело, так и переход жидкость – жидкость

114



имеют близкую природу, т. е. сопровождаются похожими структурными из­

менениями. Гипотетически аналогичная ситуация может возникать и в водо­

роде в области образования металлической фазы. Как было показано в главе

4, при переходе твердого водорода в проводящее состояние происходит рас­

пад устойчивых протонных кластеров – молекул водорода. При этом, в твер­

дом водороде возникает структура протонов с расстоянием равным 0.92 Å,

характерным для устойчивого иона водорода H+
3 . Таким образом, исходя из

представленных результатов, можно предположить, что при плавлении полу­

ченной атомарной структуры твердого водорода в образующемся проводящем

флюиде водорода также могут присутствовать протонные кластеры H+
3 .

5.4. Заключение к главе 5

Первопринципные методы молекулярной динамики и квантового моде­

лирования, основанные на ТФП, использованы для изучения разогретого

плотного водорода в диапазоне температур и плотностей, где фазовый пе­

реход наблюдается экспериментально. Рассчитаны уравнение состояния, про­

тон-протонная ПКФ и электропроводность. Предложены новые методы обра­

ботки ПКФ, чтобы прояснить природу и характер фазового перехода флюид­

флюид. Из полученных результатов можно сделать следующие выводы:

1. Фазовый переход имеет структурный характер. Причём резкие измене­

ния испытывает только ближний порядок. Все события фазового пере­

хода происходят в объёмах, занятых отдельными молекулами H2.

2. При фазовом переходе резко уменьшается количество молекул H2 и

взамен возникают протонные комплексы с межатомными расстояниями

как в молекулярных ионах H+
2 и H+

3 . Фазовый переход имеет электрон­

ную природу, поскольку связан с локальной частичной ионизацией мо­
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лекул H2. Ионизационная природа является типичной для плазмы и ме­

ханизма ПФП. Однако изменение электронной структуры разогретого

плотного водорода приводит и к структурным изменениям, поскольку

расстояния между протонами в ионах H+
2 и H+

3 больше, чем в молекуле

H2. Следует подчеркнуть, что эти расстояния не изменяются с увели­

чением плотности ионизированной фазы при дальнейшем увеличении

давления разогретого плотного водорода.

3. Сопоставление результатов моделирования и данных эксперимента ука­

зывает на то, что положение ПФП во флюиде водорода может быть соот­

несено с границей полупроводник-диэлектрик (или полуметалл-диэлек­

трик). При этом наблюдается частичная диссоциация и ионизация мо­

лекул водорода, сопровождающееся ростом электропроводности. После­

дующее образование металлического атомарного флюида может проис­

ходить непрерывным образом.

4. Фазовый переход первого рода, приводящий к образованию проводяще­

го состояния при сжатии, возникает и в кристаллическом водороде. При

этом образуется атомарная решетка с расстоянием, совпадающим с меж­

атомным расстоянием в молекулярном ионе H+
3 , которое не изменяется

при сжатии. По аналогии с фазовыми переходами жидкость-жидкость

данное свойство также указывает на ионизацию в переходе во флюиде

водорода и механизм ПФП.
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Глава 6

Метастабильный разогретый плотный водород

Существование метастабильных состояний, сопровождающих ПФП [147–

149], показано в работах [148, 218], где фазовый переход исследуется в рамках

простой химической модели. Рассчитанная изотерма отличается от классиче­

ского профиля Ван-дер-Ваальса относительно небольшим скачком плотности

и наклонной формой со значительным перекрытием из-за плотности метаста­

бильной и равновесной ветвей изотерм. Современная химическая модель дает

качественно тот же результат [219].

Вопросы, связанные с наличием скачка плотности на изотерме и процес­

сом образования проводящего состояния во флюиде водорода, по-прежнему

остаются объектом активных дискуссий [6]. Несмотря на то, что в большин­

стве теоретических исследований предполагается, что это является фазовым

переходом первого рода [11–13, 16, 17, 23, 166, 180, 181, 197–200], результаты

измерений не дают окончательного ответа. Некоторые эксперименты показы­

вают характерные черты фазового перехода первого рода [2–5, 7, 8, 158, 173,

176], в то время как в других случаях отмечается только резкое увеличение

проводимости и коэффициента отражения [1, 153, 169, 170]. Таким образом,

указание на наличие метастабильных состояний становится важным доводом

в пользу того, что речь идет о фазовом переходе первого рода.

Теоретические работы, рассмотренные в Главе 5, использующие перво­

принципные методы моделирования, не затрагивают вопрос исследования об­

ласти существования метастабильных состояний при расчете уравнения со­

стояния разогретого плотного водорода. В настоящей главе описан метод по­

лучения метастабильных состояний при моделировании плотного разогретого

водорода с использованием КМД в рамках ТФП, представлены результаты
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расчета изотерм, а также ПКФ и электропроводности вдоль рассматривае­

мых изотерм, с учетом метастабильных состояний. Также рассматривается

зависимость плазменной частоты от плотности водорода в области фазового

перехода.

6.1. Метод расчета метастабильной ветви изотермы в

рамках ТФП

В рамках методов КМД и ТФП метастабильные состояния разогрето­

го плотного водорода при образовании проводящей фазы были получены в

работах [140, 141].

Как было показано ранее в Главе 5, при сжатии и образовании прово­

дящей фазы разогретого плотного водорода наблюдается распад молекул.

Значение первого пика ПКФ резко уменьшается при фазовом переходе как

это можно заметить из рис. 6.1, на котором представлено изменение ПКФ при

сжатии вдоль изотермы 700 К (примеры ПКФ для других температур были

представлены ранее на рис. 5.5).

В диапазоне плотностей, в котором наблюдается плато на изотерме (в

двухфазной области) возникают переходы из молекулярной фазы в ионизи­

рованную и обратно вдоль МД траектории. Как показывают данные, пред­

ставленные на рис. 6.2, колебания давления и значения первого пика ПКФ

скоррелированы. Экстремумы давления и значения ПКФ при 𝑟 = 0.74 Å со­

ответствуют одним и тем же моментам времени. Максимумы данных пар­

метров соответствуют молекулярной фазе, а минимумы — немолекулярному

состоянию.

В качестве стартовой точки для расчета молекулярной метастабильной

ветви изотермы выбирается конфигурация на МД траектории в момент вре­

мени, соответствующий молекулярному состоянию. Далее уменьшается раз­
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Рис. 6.1. ПКФ при различных значениях плотности при 𝑇 = 700К. Синии линии соответ­

ствуют молекулярной фазе, красные — ионизованной фазе. Числами обозначены значения

плотности в г/см3.
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Рис. 6.2. Зависимость от времени давления (коричневая линия) и первого пика ПКФ (зе­

леная линия) при 𝑇 = 700К и 𝜌 = 1.025 г/см3
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мер расчетной ячейки, что соответствует увеличению плотности, и проводит­

ся релаксация при постоянном объеме. Полученную таким образом конфигу­

рацию, выведенную на равновесие, можно использовать как стартовую для

следующей точки на изотерме. Последовательно увеличивая плотность на

0.5 – 2.0% и релаксируя каждую новую конфигурацию, можно воспроизвести

всю молекулярную метастабильную ветвь изотермы.

Для того, чтобы при релаксации система сохранилась в метастабильном

молекулярном состоянии и не перешла на стабильную немолекулярную ветвь

изотермы, необходимо проводить расчет в микроканоническом ансамбле, т.

е. без термостата. В данном случае термостат действует как дополнитель­

ное возмущение, сокращающее время жизни метастабильных состояний. На

рис. 6.3 показано изменение давления в двухфазной точке для двух траекто­

рий с термостатом и без него. Водород переходит из одной фазы в другую

в первом случае, а во втором — остается молекулярным. Важно, что траек­

тория в последнем случае начинается на пике давления, то есть исходная

конфигурация соответствует молекулярной фазе.

При расчетах с выключенным термостатом необходимо отслеживать дрейф

температуры. Величина для изменения температуры равная 20К рассматри­

валась как допустимая в данной работе. При этом изменение температуры

может явиться возмущением, которое приведет к потере метастабильности.

Эту проблему можно решить включением термостата на короткое время (ме­

нее 0.5 пс) или выбором другой начальной конфигурации. Флюид водорода

может оставаться в метастабильном молекулярном состоянии при релаксации

в каноническом ансамбле, но с большей вероятностью перейдет в ионизован­

ное состояние.

Потеря метастабильности происходит, как правило, после изменения объ­

ема ячейки, поскольку это также является возмущением. В таком случае

также следует попробовать выбрать другую начальную конфигурацию. Сле­
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Рис. 6.3. Зависимость от времени давления при 𝑇 = 1000К и 𝜌 = 0.91 г/см3: с термостатом

(светлая линия) и без термостата (темная линия)
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дует заметить, что приближение к крайним точкам спинодали на изотермах

довольно распространенная процедура при моделировании систем Леннарда­

Джонса и других систем, где межчастичные силы вычисляются как произ­

водные от потенциальной энергии по расстояниям. Однако, в рамках исполь­

зуемого подхода силы вычисляются по теореме Геллмана-Фейнмана на каж­

дом этапе численного интегрирования уравнений Ньютона. Эта процедура

вносит дополнительные возмущения, которые могут ограничить возможно­

сти моделирования короткоживущих метастабильных состояний. В данном

случае такое ограничение может привести к невозможности дойти до границ

спинодали.

6.2. Метастабильные состояния на изотерме

Результаты расчета изотерм разогретого плотного водорода (зависимость

давления 𝑃 от удельного объема 1/𝜌) для четырех температур 700, 1000, 1500

и 2000К представлены на рис. 6.4. Молекулярные метастабильные ветви по­

лучены на изотермах 700 и 1000 К (выделены красным).

Метастабильная и стабильная ветви при заданной плотности отличают­

ся друг от друга по давлению на величину Δ𝑃 =15 ГПа. Время жизни мета­

стабильного состояния уменьшается с ростом числа атомов в расчетной ячей­

ке, так как увеличение объема увеличивает вероятность появления центров

зародышеобразования фаз с высокой плотностью. Это приводит к тому, что,

как видно из рис. 6.4, размер метастабильной области несколько уменьшается

при росте количества частиц.

Из рис. 6.4 также можно заметить, что модуль производной давления по

объему не уменьшается вдоль метастабильных ветвей. Отсутствие "выпола­

живания"изотермы указывает на существование метастабильных состояний

при более высоких давлениях, которые ближе к спинодали. Эти состояния не
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Рис. 6.4. Уравнение состояния разогретого плотного водорода в двойном логарифмическом

масштабе. Метастабильные состояния выделены красным. На вставке показаны результа­

ты расчета изотермы водорода при 700К для разного числа частиц: 512 (красные кружки)

и 1024 (синие кружки).
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удалось получить по причинам, указанным выше.

Изотермы равновесного и метастабильного состояний одной и той же фа­

зы лежат вдоль одних и тех же линий для разных температур (пунктирные

линии на рис. 6.4). Эти линии совпадают с бинодалью докритической темпе­

ратуры, и разница давлений между ними экспоненциально уменьшается по

абсолютной величине с ростом температуры. Близость и почти параллель­

ность (в двойном логарифмическом масштабе) двух пунктирных линий со­

храняют неопределенность критической температуры в пределах нескольких

тысяч Кельвин.

Следует также отметить слабую зависимость давления от температуры

вне области фазового равновесия. Согласно формуле (1.23), давление состо­

ит из двух слагаемых — ионной и электронной составляющих. Ионный вклад

— давление идеального газа, а электронная составляющая рассчитывается

на основе потенциала взаимодействия. Хотя первый член линеен с темпера­

турой, он намного меньше второго из-за высокой плотности водорода. Элек­

тронная составляющая зависит от температуры только через заселенность

электронных уровней. Поскольку температура намного ниже энергии Ферми,

ее влияние на величину давления невелико. При этом температура заметным

образом влияет на давление фазового равновесия.

6.3. Электропроводность

Для того, чтобы прояснить природу фазового перехода во флюиде во­

дорода, был проведен расчет зависимости статической электропроводности

от удельного объема в области параметров фазового перехода. Результаты

расчета вдоль трех изотерм 700, 1000 и 1500 К представлены на рис. 6.5(а).

Резкое изменение проводимости в узком диапазоне плотностей коррелирует с

уменьшением количества молекул водорода, на что, как видено из рис. 6.5(б),
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указывает падение значения ПКФ в первом пике в том же диапазоне плотно­

стей.

Проводимость резко возрастает (более чем четыре порядка) в узком диа­

пазоне плотностей при образовании немолекулярной фазы, что в совокупно­

сти с изменением структуры, связанным, как было показано ранее в Главе

5, с образованием протонных кластеров с межатомным расстоянием как в

ионах H+
2 и H+

3 , указывает на ионизационный механизм фазового перехода в

разогретом плотном водороде.

Молекулярная структура водорода вдоль метастабильных ветвей также

подтверждается формой ПКФ. Высота первых пиков ПКФ метастабильного

молекулярного водорода заметно больше, чем у равновесного ионизированно­

го состояния при той же плотности (рис. 6.5(б)).

Значения электропроводности также указывают на сохранение молеку­

лярной структуры на метастабильных ветвях. Не смотря на то что вдоль

метастабильных ветвей изотермы наблюдается рост значений проводимости,

все еще существует разница в несколько порядков между равновесным иони­

зованным и метастабильным молекулярным состояниями (рис. 6.5(а)).

Следует заметить, что крайне правые точки на метастабильной ветви

изотермы 700К превышают значение 2000 (Ом·см)−1, которое в работе [1]

рассматривалось как граница образования металического состояния. Данный

результат указывает на образование метастабильного металлического моле­

кулярного флюида водорода аналогично упомянутому ранее в Главе 3 метал­

лическому состоянию в метастабильном молекулярном кристалле водорода.

Метастабильные состояния и скачок плотности не обнаружены на изо­

термах 1500 и 2000 К. Однако, как видно из рис. 6.5(а), при 𝑇 =1500 К наблю­

дается резкое возрастание электропроводности на четыре порядка в относи­

тельно узкой области плотностей.

126



1/ρ (см3/г)

В
ы

со
та

 п
ер

во
го

 п
ик

а 
П

К
Ф

1/ρ (см3/г)

Э
ле

кт
ро

пр
ов

од
но

ст
ь 

(О
м·

см
)-1

(б)

(а)

Рис. 6.5. Статическая электропроводность (а) и высота первых пиков ПКФ (б) вдоль изо­

терм. Метастабильные состояния выделены красным. Пунктирные линии проведены для

наглядности через одну и ту же фазу. Сплошными линиями обозначено резкое возраста­

ние в двухфазной области.
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6.4. Плазменная частота

Проведен расчет зависимости плазменной частоты 𝜔𝑝 от плотности с ис­

пользованием метода, описанного в разделе 2.2 по формуле (2.15). Результаты

при температуре 1500 К представлены на рис. 6.6. Величины 𝜔𝑝 для каждо­

го значения плотности усреднены по конфигурациям вдоль МД траектории.

Следует заметить, что рассматриваемая величина заметным образом флук­

туирует на что указывает величина дисперсии при плотности 0.73 г/см3.

Видно, что при переходе разогретого плотного водорода в немолекуляр­

ное состояние вместе с электропроводностью также резко возрастает плаз­

менная частота, что с учетом выражения (2.14) указывает на увеличение

концентрации свободных электронов. Таким образом, разогретый плотный

водород при исследуемых параметрах плотности и температуры можно рас­

сматривать как плазму. Вид зависимости плазменной частоты от плотности

является дополнительным указанием на ионизационный механизм фазового

перехода в разогретом плотном водороде.

6.5. Линия Видома

На фазовой диаграмме линия сосуществования фаз завершается в кри­

тической точке, и различные параметры продолжают непрерывное изменение

за пределами области равновесия фаз. Однако, эти параметры также могут

иметь особенности в области, близкой к критической точке [220, 221]. Напри­

мер, могут появиться экстремумы вторых производных термодинамического

потенциала Гиббса, такие как коэффициент сжимаемости, коэффициент теп­

лового расширения, теплоемкость или другие функции [222–224].

Эти особенности на фазовой диаграмме в плоскости давление-температу­

ра начинаются от критической точки и образуют так называемую линию Ви­
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Рис. 6.6. Зависимость плазменной частоты от плотности водорода при температуре 1500 К.

При плотности 0.73 г/см3 обозначен диапазон изменений значений величины 𝜔𝑝 при рас­

чете для различных конфигураций.
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Рис. 6.7. Производные давления по температуре (а) и давления (б) вдоль изохор (плотно­

сти обозначены числами).

дома, которая может варьировать в зависимости от конкретного параметра, и

возможно построение целой серии таких линий. В работах [140, 141] рассмат­

риваются минимумы производных давления по температуре (см. рис.,6.7(а))

вдоль изохор, а также линии фазового равновесия (см. рис.,6.7(б)). Вычислен­

ные изохоры выглядят как практически горизонтальные линии для каждой

фазы в плоскости давление-температура. Это объясняется тем, что давление,

как было упомянуто ранее, вне области фазового равновесия слабо зависит

от температуры.

Оценки критической температуры для флюида водорода различаются в

разных теоретических исследованиях, даже при использовании одного и того

же метода расчета: 1500К [23] и 4000 К [197, 198]. В ранних работах также

предсказывается значение 1000К для критической температуры на основе хи­

мической модели плазмы [147]. Результаты, представленные на рисунках 6.8

и 6.7, находятся в соответствии с этим диапазоном. Тем не менее, точность
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всех методов не позволяет однозначно определить значение критической тем­

пературы, так как неопределенная область между правой частью (линия Ви­

дома) и левой частью (фазовое равновесие) кривой на рисунке 6.7(б) явля­

ется довольно растянутой. Точные параметры критической точки остаются

неопределенными из-за небольших отличий в давлениях на рис. 6.7(б) или,

как ранее было показано, в удельных объемах на рис. 6.4 вдоль линий Видо­

ма и фазового равновесия вблизи критической точки.

6.6. Метастабильные состояния в рамках химической

модели плазмы

Химическая модель плазмы — приближение, в котором изначально си­

стема делится на атомы, молекулы, атомные и молекулярные ионы и электро­

ны. Концентрации частиц находятся из решения системы уравнений иониза­

ционного и химического равновесий с учётом взаимодействия между части­

цами. На рис. 6.8 сопоставлены изотермы разогретого плотного водорода при

температурах 700 и 1000 К, обсуждаемые выше, и результаты, полученные

в рамках различных химических моделей плазмы [148, 218, 219]. Видно, что

представленные изотермы имеют качественно схожий вид. Далее рассмотрим

более подробно результаты химической модели плазмы.

6.6.1. Химическая модель Нормана-Старостина

В серии работ [147–149, 218] использовалась простейшая химическая мо­

дель плазмы: (а) атомы – идеальный газ, (б) дальнодействующее эффектив­

ное кулоновское притяжение между зарядами берётся в приближении Де­

бая-Хюккеля, (в) короткодействующее квантовое отталкивание электронов

от ионов учитывается в приближении второго вириального коэффициента Ве­
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Рис. 6.8. Изотермы флюида водорода. Метастабильные состояния выделены красным.

Вставки (а) и (б) — результаты расчетов [148, 218] и в [219] соответственно.
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денова-Ларкина. Соответствующее выражение для вклада в свободную энер­

гию на единицу объема, отличного от идеального газа, имеет вид

Δ𝐹

𝑛𝑘𝐵𝑇
= −2

3
𝜋1/2𝛾3/2 (1− 0.075𝜆𝜅) , (6.1)

где 𝛾 = 𝑒2𝑛𝑒
1/3/𝑘𝐵𝑇 - параметр неидеальности, 𝑛 = 𝑛𝑒 + 𝑛𝑖 - суммарная кон­

центрации зарядов (электронов и однократно заряженных ионов), 𝜆 - длина

волны де Бройля электрона, 𝜅−1 - дебаевский радиус. В данном случае фа­

зовый переход является результатом конкуренции сил дальнодействующего

эффективного кулоновского притяжения, короткодействующего эффективно­

го квантового отталкивания электронов от ионов и температуры, аналогично

уравнению ван-дер-Ваальса.

В работе [147] было показано, что критерий термодинамической устойчи­

вости (𝜕𝑃/𝜕𝑉 )𝑇 < 0 для рассматриваемой химической модели можно свести

к неравенству

(𝜕𝑛𝑎/𝜕𝑛𝑖)𝑇 ≥ 0, (6.2)

где 𝑛𝑎 - концентрация атомов. Полученный результат позволил исследовать

термодинамическую устойчивость рассматриваемой системы по уравнению

ионизационного равновесия (уравнению Саха), которое в данном случае с

учетом (6.1) принимает вид

𝑛𝑎 = 𝑛2𝑖
Σ𝑎

2Σ𝑖

(︂
2𝜋ℏ2

𝑚𝑒𝑘𝐵𝑇

)︂3/2

exp

[︂
𝐼

𝑘𝐵𝑇
− 2𝜋1/2𝛾3/2 (1− 0.1𝜆𝜅)

]︂
, (6.3)

где Σ𝑎 и Σ𝑖 - статистические суммы атомов и ионов соответсвенно, 𝐼 - энергия

ионизации изолированного атома.

Связь между производными (𝜕𝑃/𝜕𝑉 )𝑇 и (𝜕𝑛𝑎/𝜕𝑛𝑖)𝑇 согласно [147] имеет

вид (︂
𝜕𝑃

𝜕𝑉

)︂
𝑇,𝑁𝑖,𝑁𝑎

= −𝑛𝑎𝑘𝑇
𝑉 2

(︂
𝜕𝑛𝑎
𝜕𝑛𝑖

)︂
𝑇

(︂
1 +

𝑛𝑖
𝑛𝑎

)︂2 [︂
1 +

(︂
𝜕𝑛𝑎
𝜕𝑛𝑖

)︂
𝑇

]︂−1

, (6.4)
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где 𝑁𝑎 и 𝑁𝑖 - количество атомов и ионов соответственно. Из выражения (6.4)

возникает дополнительное к (6.2) условие устойчивости

(𝜕𝑛𝑎/𝜕𝑛𝑖)𝑇 < −1. (6.5)

Совокупность условий (6.2) и (6.5) указывает на существование изолиро­

ванного участка метастабильных состояний, как это видно из формы изотер­

мы, представленной на рис. 6.8 (вставка (а)) [218]. Физический смысл возник­

новения изолированного участка метастабильных состояний связан с очень

резким спадом 𝑛𝑎 с ростом 𝑛𝑖 на этом участке. При этом, как ван-дер-Вааль­

са, так и все остальные петли 𝑃 (𝑉 ) являются однозначными функциями (см.

рис. 6.14) в отличие от результата химической модели плазмы (рис. 6.8(а)).

6.6.2. Паде аппрокимация

В [148] замечено, что с точностью первого порядка малости величины

𝜆𝜅 к формуле 6.1 справедливо выражение

Δ𝐹

𝑛𝑘𝐵𝑇
= −2

3
𝜋1/2𝛾3/2

1

1 + 0.075𝜆𝜅
, (6.6)

которое используется в теории электролитов. Выражения (6.1) и (6.6) дают

очень разные результаты для плазмы. Поэтому в методических целях рас­

смотрим простую модельную аппроксимацию Паде вида

Δ𝐹

𝑛𝑘𝑇
= −2

3
𝜋1/2𝛾3/2

1− 𝛼𝐶𝜆𝜅

1 + 𝛽𝐶𝜆𝜅
, (6.7)

где 𝛼 + 𝛽 = 1, 𝐶 = 0.075. Для методических расчётов выбрано 𝛼 = 0.4

(эффект трехзначности изотермы имеет место при 𝛼 < 0.5). Из (6.7) следует

уравнение ионизационного равновесия

𝑛𝑎 =
1

4
√
𝜋

(︂
𝑘𝐵𝑇

𝑒2

)︂3

𝑥6
(︂
𝑘𝐵𝑇

𝑅𝑦

)︂3/2

exp

[︂
𝐼

𝑘𝐵𝑇
− 𝜙

]︂
, (6.8)
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где 𝑥 = 𝜋1/3𝛾, потенциал ионизации выбран равным 𝐼 = 3.89 эВ. Понижение

потенциала ионизации 𝜙 в рамках модели (6.7) принимает вид

𝜙 =
2𝑥3/2(︁

1 + 𝛽𝐶1 (𝑘𝐵𝑇/𝑅𝑦)
1/2 𝑥3/2

)︁2×
×

[︃
1 + 𝐶1

(︂
𝑘𝐵𝑇

𝑅𝑦

)︂1/2

𝑥3/2
(︂
𝛽 − 𝛼− 1

3

)︂
− 𝛼𝛽𝐶2

1

(︂
𝑘𝐵𝑇

𝑅𝑦

)︂
𝑥3

]︃
,

(6.9)

где 𝑅𝑦 = 13.6 эВ - постоянная Ридберга, 𝐶1 = 0.385. Из (6.7) и (6.8) получаем

уравнение состояния

𝑃 = 𝑛𝑎𝑘𝑇 + 𝑛𝑘𝑇×

×

⎡⎢⎣1− 1

3
𝑥3/2

⎛⎜⎝1− 1 + 𝐶1(𝑘𝑇/𝑅𝑦)
1/2𝑥3/2 (𝛽 − 𝛼− 1) + 5𝛼𝛽𝐶2

1 (𝑘𝑇/𝑅𝑦)𝑥
3(︁

1 + 𝛽𝐶1(𝑘𝑇/𝑅𝑦)
1/2𝑥3/2

)︁2
⎞⎟⎠
⎤⎥⎦ .

(6.10)

Примеры результатов расчётов изотерм 𝑃 (𝑉 ) по формулам (6.8) – (6.10)

приведены на рис. 6.9 для трёх температур. Видно, что полученные зависи­

мости подтверждают все особенности изотерм, которые обсуждались ранее.

Для тех же значений температуры, что и на рис. 6.9, на рис. 6.10 пред­

ставлены зависимости концентрации атомов от концентрации ионов, рассчи­

танные по формуле (6.8) Из рисунков 6.9 и 6.10 также видно, что изолирован­

ный участок метастабильных состояний на изотерме возникает при выполне­

нии условия (6.5).

6.6.3. Современные химические модели

Более сложная химическая модель была применена к водородной плаз­

ме в [219]. Плазма водорода описывается как равновесная смесь взаимодей­

ствующих между собой атомов, молекул, атомных и молекулярных ионов и
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Рис. 6.9. Уравнение состояния модельной аппроксимации Паде (6.10) для трёх значений

температуры. Стрелкой указано направление роста температуры при приближении к кри­

тической точке
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Рис. 6.10. Зависимость концентрации атомов от концентрации ионов при трех температу­

рах.

137



1000

3000

2000

0.2 0.4 0.6 1.0 1.2

P
(Г

П
а)

1/ρ (см3/г)

1500
T, K

2500
5000

4000

0.8

Рис. 6.11. Изотермы водородной плазмы при трех значениях температуры 1500, 2500 и

5000К, содержащие фазовый переход, связанный со сменой основной нейтральной компо­

ненты плазмы с H2 на H [219].

электронов, где электроны могут быть частично вырожденными. Результаты

представлены на рис. 6.11 для диапазона температур от 1500 до 5000 К.

Модель [219] очень сильно отличается от модели (6.7) - (6.10). Физиче­

ская природа переходов также различаются: для (6.7) это ионизация атомов,

фазовый переход [219] связан со сменой основной нейтральной компоненты

плазмы с H2 на H. Однако, характеры кривых на рис. 6.9 и 6.11 схожи между

собой: тот же острый вытянутый «клюв» для верхней полуволны и плавная

широкая нижняя полуволна. При росте температуры наблюдается уменьше­

ние давления фазового равновесия.
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Рис. 6.12. Изотермы водородной плазмы при трех значениях температуры 1500, 2500 и

5000К, содержащие фазовый переход, связанный со сменой основной нейтральной компо­

ненты плазмы с H2 на H [219].

В работе [219] получен ещё один фазовый переход при больших удельных

объёмах. Он связан со сменой сорта основного иона с H+
2 на H+. Фазовая

диаграмма представлена на рис. 6.12. И в этом случае верхняя полуволна

оказалась уже и острее нижней.

Следует также упомянуть результаты работ [225, 226] для водородной

плазмы, полученные в рамках химической модели, не учитывающей иони­

зацию: смесь атомов и молекул водорода/дейтерия, учитывающая коллек­

тивную энергию когезии атомов и отталкивание нейтралов друг от друга в

приближении твёрдых сфер в форме Карнагана-Старлинга. Результаты для
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изотерм 𝑃 (𝑉 ) зависимости давления от удельного объёма представлены на

рис. 6.13.
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Рис. 6.13. Изотермы [225] при трех значениях температуры 8000, 10000 и 12000К, содер­

жащие фазовый переход, связанный с диссоциацией молекул водорода и образованием

атомарной жидкости.

Две фазы отличаются степенью диссоциации молекул и образованием

жидкой атомарной фазы. Каждая фаза представлена на рис. 6.13, своими

ветвями равновесных и метастабильных состояний, ограниченных точками

спинодали, однако точки самого фазового перехода в [225, 226] не были ука­

заны.

Таким образом, результаты химической модели плазмы (6.10), а также

схожих подходов, использованных в работах [147, 218, 219, 225, 226], и данные

полученные в рамках КМД и ТФП позволяют выделить три особенности
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Рис. 6.14. Изотермы (черные линии) и бинодаль (синяя линия) для случаев газа ван-дер­

Ваальса (а) и флюида водорода (б). Красные сегменты — метастабильные состояния. Пунк­

тирная линия — давление равновесия фаз. Показана критическая точка 𝑇𝑐.
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изотерм 𝑃 (𝑉 ) зависимостей давления 𝑃 от удельного объёма 𝑉 разогретого

плотного вещества. Этими особенностями являются:

1. перекрытие метастабильной ветви одной фазы с метастабильной и рав­

новесной ветвью другой фазы в некотором диапазоне удельного объёма,

2. давление фазового перехода снижается при приближении к критиче­

ской температуре, т.е. при увеличении температуры,

3. ввиду трёхзначности 𝑃 (𝑉 ) в некотором диапазоне удельного объёма

существует изолированный участок метастабильных состояний (данная

особенность наблюдается только в рамках химической модели плазмы).

Такие особенности резко отличают полученные 𝑃 (𝑉 ) от изотерм ван­

дер-Ваальса и других моделей. На рис. 6.14 схематично изображены изотер­

мы и бинодаль для газа ван-дер-Ваальса (а) и флюида водорода (б). Видно,

что линия сосуществования фаз во флюиде водорода выглядит как длин­

ный, изогнутый и очень узкий “язык”, который довольно сложно ограничить

и определить положение критической точки 𝑇𝑐. Это объективный факт, ко­

торый следует из своеобразия механизма ПФП.

Таким образом, общей особенностью для всех рассмотренных примеров

является физическая природа переходов: наличие скачка ионизации или дис­

социации (эти переходы различаются по наличию или отсутствию скачка

электропроводности). Сопоставление результатов КМД и данных химической

модели плазмы указывает на плазменную природу фазового перехода во флю­

иде водорода, схожую с предположением [147].

6.7. Заключение к главе 6

В рамках подходов ТФП и КМД предложен метод расчета метастабиль­

ных состояний на изотермах. Диагностика проводится по ПКФ и значениям
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электропроводности. В силу малости рассчитанного скачка плотности на изо­

терме, существование метастабильных состояний является важным дополни­

тельным указыванием на то, что образование проводящего флюида водорода

при сжатии является фазовым переходом первого рода. Помимо этого, анали­

зируя представленные результаты, можно также сделать следующие выводы:

1. Метастабильные состояния получены для изотерм 700 и 1000К. Изо­

термы имеют своеобразную наклонную форму с сильным перекрытием

равновесных и метастабильных ветвей с возникновением области трёх­

значности. Обнаруженное перекрытие соответствует предсказанию для

плазменного фазового перехода. Небольшой скачок удельного объема

при фазовом переходе не позволяет разрешить метастабильные состоя­

ния при более высоких температурах.

2. Линия сосуществования фаз на плоскости удельный объем – давле­

ние выглядит как длинный и очень узкий "язык". В этом случае точ­

ность расчетов не позволяет определить критическую точку в пределах

нескольких тысяч Кельвин.

3. Сравнение результатов КМД с данными химической модели плазмы

представляют аргументы в дополнение к выводам к Главе 5 в пользу

плазменной природы фазового перехода флюид-флюид в разогретом

плотном водороде.
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Глава 7

Метод расчета оптических свойств в рамках

теории функционала плотности

В настоящей главе представлен вывод основных формул, применяемых

для расчета оптических свойств в рамках ТФП.

7.1. Основные соотношения

Получим выражение для зависимости тензора ДП 𝜀 (q, 𝜔) от частоты 𝜔

и волнового вектора q для системы электронов, находящейся под воздействи­

ем внешнего электрического поля E𝑒𝑥𝑡, рассматриваемого как малое неста­

ционарное возмущение. Поле внутри рассматриваемой системы E связано с

E𝑒𝑥𝑡 соотношением: E = 𝜀(q, 𝜔)−1E𝑒𝑥𝑡. Поле E можно записать в виде

E = −∇𝜑− (1/𝑐) (𝜕A/𝜕𝑡) ,

где 𝜑 и A скалярный и векторный потенциал соответственно, временная и

пространственная зависимость которых имеет вид

A (r, 𝑡) = A (q, 𝜔) exp (𝑖qr− 𝑖𝜔𝑡) . (7.1)

В общем случае в (7.1) также необходимо учитывать комплексно сопряжен­

ную часть выражения.

Для нахождения 𝜀 (q, 𝜔) необходимо получить выражения для поправок

к плотности заряда, которые соответствуют плотности индуцированного под

действием внешнего поля заряда 𝜌𝑖𝑛𝑑 и тока jind. Данные величины связаны

соотношениями
𝜕𝜌𝑖𝑛𝑑
𝜕𝑡

+ (∇ · jind) = 0, (7.2)
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E (q, 𝜔) = 𝜀 (q, 𝜔) · E (q, 𝜔)− 𝑖
4𝜋

𝜔
jind. (7.3)

Следует пояснить, что выражение (7.3) следует непосредственно из уравне­

ния (∇ · E) = 4𝜋𝜌, с учетом (7.2) и вида зависимости поля от времени (7.1).

Гамильтониан системы электронов во внешнем поля можно представить

в виде

𝐻 =
1

2𝑚

(︁
pe −

𝑒

𝑐
A
)︁2

+ 𝑒𝜑+ 𝑉 (𝑟) , (7.4)

где pe = −𝑖ℏ∇ — оператор импульса. Раскрывая скобки и пренебрегая квад­

ратичным членом по полю в (7.4), получаем

𝐻 = − ℏ2

2𝑚
Δ+

𝑖𝑒ℏ
𝑚𝑐

(︂
A · ∇+

1

2
divA

)︂
+ 𝑒𝜑+ 𝑉 (𝑟) =

[︂
− ℏ2

2𝑚
Δ+ 𝑉 (𝑟)

]︂
+

+

[︂
𝑖𝑒ℏ
𝑚𝑐

(︂
A · ∇+

1

2
divA

)︂
+ 𝑒𝜑

]︂
= 𝐻0 + 𝛿𝐻 (𝑡) ,

(7.5)

где 𝐻0 — гамильтониан системы без внешнего возмущения, 𝛿𝐻 (𝑡) — малое

нестационарное возмущение. Решение уравнения Шредингера с гамильтони­

аном (7.5) в первом приближении теории возмущений представимо в виде

[227]

𝜓𝑛k (r, 𝑡) = exp

(︂
−𝑖𝐸𝑛k𝑡

ℏ

)︂
·

⎡⎣𝜓(0)
𝑛k +

∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

1

Ω

⟨
𝜓
(0)
𝑛′k+q|𝛿𝐻 (r) |𝜓(0)

𝑛k

⟩
· 𝑒−𝑖𝜔𝑡

𝐸𝑛k − 𝐸𝑛′k+q + ℏ𝜔
· 𝜓(0)

𝑛′k+q +

+
∑︁
𝑛′ ̸=𝑛

1

Ω

⟨
𝜓
(0)
𝑛′k−q|𝛿𝐻* (r) |𝜓(0)

𝑛k

⟩
· 𝑒𝑖𝜔𝑡

𝐸𝑛k − 𝐸𝑛′k−q − ℏ𝜔
· 𝜓(0)

𝑛′k−q

⎤⎦ ,
(7.6)

где Ω — объем системы, 𝜓(0)
𝑛k — решение стационарного уравнения. Следует за­

метить, что выражение (7.6) содержит только такие состояния, для которых

выполнено условие k′ = k± q, поскольку возмущение 𝛿𝐻 ∼ 𝑒±𝑖qr.

Движение частиц рассматривается в рамках одноэлектронной модели,

где каждый электрон является независимой частицей, движущейся в поле

заданного эффективного потенциала 𝑉 (𝑟), что соответствует приближению
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случайных фаз (random phase approximation — RPA), в рамках которого бу­

дут получены все последующие выражения.

Плотность заряда рассматриваемой системы, находящейся во внешнем

поле, можно представить как сумму плотностей свободных (внешних) 𝜌𝑒𝑥𝑡 и

поляризационных (индуцированных) 𝜌𝑖𝑛𝑑 зарядов. В рамках обозначенного

подхода плотность зарядов определяется как

𝜌 = 2𝑒
∑︁
𝑛k

𝑓 (𝐸𝑛k) · |𝜓𝑛k (r, 𝑡)|2, (7.7)

где 𝑓(𝐸𝑛k) — заселенность электронных уровней. Плотность индуцированно­

го заряда 𝜌𝑖𝑛𝑑 является возмущением к полной плотности 𝜌, что позволяет

записать 𝜌𝑖𝑛𝑑 в виде

𝜌𝑖𝑛𝑑 = 𝑒
∑︁
𝑛k

2𝑓 (𝐸𝑛k) ·
(︂
|𝜓𝑛k (r, 𝑡)|2 −

⃒⃒⃒
𝜓
(0)
𝑛k (r)

⃒⃒⃒2)︂
. (7.8)

Явное выражение для зависимости 𝜌𝑖𝑛𝑑 от волнового вектора и частоты имеет

вид [227]

𝜌𝑖𝑛𝑑 (q, 𝜔) =
𝑒

Ω

∑︁
𝑛,𝑛′,k

2 [𝑓 (𝐸𝑛′,k+q)− 𝑓 (𝐸𝑛,k)] ·
⟨
𝜓
(0)
𝑛′k+q|𝜓

(0)
𝑛k

⟩
×

×

[︁⟨
𝜓
(0)
𝑛′k+q|𝜓

(0)
𝑛k

⟩
𝑒𝜑 (q, 𝜔)−

⟨
𝜓
(0)
𝑛′k+q |pe + ℏk+ ℏq/2|𝜓(0)

𝑛k

⟩
· (𝑒/𝑚𝑐)A (q, 𝜔)

]︁
𝐸𝑛′k+q − 𝐸𝑛k − ℏ𝜔

.

(7.9)

Плотность индуцированного тока jind является поправкой к средней

плотности тока. Используя соотношение (7.2) и формулу (7.9), можно полу­

чить выражение для явной зависимость jind от частоты 𝜔 и волнового вектора

q. В работе [227] данное выражение было получено с учетом калибровочной

инвариантности поля, при которой 𝜑 = 0 и E (q, 𝜔) = 𝑖𝜔A (q, 𝜔) /𝑐, и имеет
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вид

jind (q, 𝜔) = −A (q, 𝜔) · 𝑒
2𝑛𝑒
𝑚𝑐

− 𝑒

𝑚Ω

∑︁
𝑛,𝑛′,k

2
⟨
𝜓
(0)
𝑛′k+q |pe + ℏk+ ℏq/2|𝜓(0)

𝑛k

⟩
×

×
[𝑓 (𝐸𝑛′,k+q)− 𝑓 (𝐸𝑛,k)]

⟨
𝜓
(0)
𝑛′k+q |pe + ℏk+ ℏq/2|𝜓(0)

𝑛k

⟩
· (𝑒/𝑚𝑐)A (q, 𝜔)

𝐸𝑛′k+q − 𝐸𝑛k − ℏ𝜔
,

(7.10)

где 𝑛𝑒 — концентрация электронов. Подставляя (7.10) в (7.3), окончательно

получаем выражение для тензора ДП [227]

𝜀 (q, 𝜔) =

(︂
1− 4𝜋𝑒2𝑛𝑒

𝑚𝜔2

)︂
· l+ 4𝜋𝑒2

𝑚2Ω𝜔2

∑︁
𝑛,𝑛′,k

⟨
𝜓
(0)
𝑛′k+q |pe + ℏk+ ℏq/2|𝜓(0)

𝑛k

⟩
×

×
[𝑓 (𝐸𝑛,k)− 𝑓 (𝐸𝑛′,k+q)]

⟨
𝜓
(0)
𝑛′k+q |pe + ℏk+ ℏq/2|𝜓(0)

𝑛k

⟩
𝐸𝑛′k+q − 𝐸𝑛k − ℏ𝜔

.

(7.11)

В общем случае, тензор ДП 𝜀 (q, 𝜔) можно представить в виде суммы

тензоров продольной 𝜀𝐿 (q, 𝜔) = l𝐿·𝜀 (q, 𝜔)·l𝐿 (E ‖ q) и поперечной 𝜀𝑇 (q, 𝜔) =

l𝑇 · 𝜀 (q, 𝜔) · l𝑇 (E⊥q) компонент ДП, где тензоры l𝐿 = q · q𝑇/|𝑞|2, l𝑇 =

l−l𝐿, l — единичный тензор второго ранга. Далее рассмотрим более подробно

выражения для продольного и поперчного тензоров ДП.

7.1.1. Продольная ДП. Формула Линхарда.

Для нахождения выражения для тензора продольной ДП рассмотрим

внешнее поле в виде E𝐿 = −∇𝜑. В таком случае формула (7.9) преобразуется

к виду

𝜌𝑖𝑛𝑑 (q, 𝜔) = 𝜑 (q, 𝜔) · 𝑒
2

Ω

∑︁
𝑛,𝑛′,k

2 [𝑓 (𝐸𝑛′,k+q)− 𝑓 (𝐸𝑛,k)]

𝐸𝑛′k+q − 𝐸𝑛k − ℏ𝜔
·
⃒⃒⃒⟨
𝜓
(0)
𝑛′k+q|𝜓

(0)
𝑛k

⟩⃒⃒⃒2
.

(7.12)

Далее преобразуем уравнение Лапласа для потенциала 𝜑

−Δ𝜑 = 4𝜋𝜌 = 4𝜋 (𝜌𝑒𝑥𝑡 + 𝜌𝑖𝑛𝑑) = −Δ𝜑𝑒𝑥𝑡 + 4𝜋𝜌𝑖𝑛𝑑 = −Δ(𝜀𝜑) + 4𝜋𝜌𝑖𝑛𝑑. (7.13)
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Подставляя (7.12) в (7.13) и применяя преобразование Фурье к полученному

уравнению, разрешаем его относительно 𝜀

𝜀𝐿 (q, 𝜔) = 1− 4𝜋𝑒2

|q|2
· 2
Ω

∑︁
𝑛,𝑛′,k

[𝑓 (𝐸𝑛′,k+q)− 𝑓 (𝐸𝑛,k)]

𝐸𝑛′k+q − 𝐸𝑛k − ℏ𝜔
·
⃒⃒⟨︀
𝑢𝑛′k+q|𝑢𝑛k

⟩︀⃒⃒2
. (7.14)

Полученная таким образом формула (7.14) явным образом выражает зависи­

мость продольной ДП от волнового вектора и частоты [79].

Если в выражение (7.14) посдтавить плоские волны (𝜓𝑛k (r) = Ω−1/2𝑒𝑖kr

и 𝑢𝑛k = 1), то оно принимает вид

𝜀𝐿 (q, 𝜔) = 1− 4𝜋𝑒2

|q|2
· 2
Ω

∑︁
k

𝑓 (𝐸k+q)− 𝑓 (𝐸k)

𝐸k+q − 𝐸k − ℏ𝜔
. (7.15)

Формула Линхарда (7.15) [130] выражает зависимость продольной ДП газа

свободных электронов от частоты и длины волны.

Следует заметить, что для достижения адиабатичности перехода рас­

сматриваемой системы в возмущенное состояние, необходимо, чтобы 𝛿𝐻(𝑡)

была пропорциональна величине 𝑒𝜂𝑡 · 𝑒−𝑖𝜔𝑡, где для параметра 𝜂 выполнено

условие: 0 < 𝜂 ≪ 1. Такое условие равносильно введению комплексной ча­

стоты 𝜔 → 𝜔 + 𝑖𝜂. Таким образом, ДП является величиной комплексной:

𝜀 = 𝜀(1)+ 𝑖𝜀(2), значение мнимой части которой при условии 0 < 𝜂 ≪ 1 можно

определить, воспользовавшись формулой Сохоцкого

1

𝑥− 𝑎± 𝑖𝜂
= 𝑃

(︂
1

𝑥− 𝑎

)︂
∓ 𝑖𝜋𝛿 (𝑥− 𝑎) .

В таком случае выражение для мнимой части продольной ДП (7.14) примет

вид

𝜀
(2)
𝐿 (q, 𝜔) =

4𝜋2𝑒2

|q|2Ω

∑︁
𝑛,𝑛′,k

2 [𝑓 (𝐸𝑛,k)− 𝑓 (𝐸𝑛′,k+q)]
⃒⃒⟨︀
𝑢𝑛′k+q|𝑢𝑛k

⟩︀⃒⃒2×
×𝛿 (𝐸𝑛′,k+q − 𝐸𝑛,k − ℏ𝜔) .

(7.16)
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Действительная 𝜀(1) и мнимая 𝜀(2) части ДП связаны соотношениями

Крамерса-Кронига [228]

𝜀(1) (𝜔) = 1 +
2

𝜋

∞∫︁
0

𝜀(2) (𝜔′)𝜔′

𝜔′2 − 𝜔2
𝑑𝜔′, (7.17)

𝜀(2) (𝜔) = −2

𝜋

∞∫︁
0

[︀
𝜀(1) (𝜔′)− 1

]︀
𝜔′

𝜔′2 − 𝜔2
𝑑𝜔′, (7.18)

Интегралы (7.17) и (7.18) вычисляются в пределе 𝜂 → 0.

7.1.2. Поперечная ДП. Формула Кубо-Гринвуда.

По аналогии с тензором продольной ДП (7.14) из выражения (7.11) мож­

но вывести формулу для мнимой части поперечной ДП. В данном случае по­

ле представляется в виде ET = − (1/𝑐) (𝜕A/𝜕𝑡). В длинноволновом пределе

|q| → 0 такое выражение принимает вид

𝜀
(2)
𝑇 (𝜔) =

4𝜋2𝑒2ℏ2

𝑚2𝜔2Ω

∑︁
𝑛,𝑛′,k

2 · [𝑓 (𝐸𝑛k)− 𝑓 (𝐸𝑛′k)] ·
⃒⃒⃒⟨
𝜓
(0)
𝑛′k |∇|𝜓(0)

𝑛k

⟩⃒⃒⃒2
×

×𝛿 (𝐸𝑛′k − 𝐸𝑛k − ℏ𝜔) .

(7.19)

Преобразуя выражение (7.3), с учетом того, что динамическая электро­

проводность 𝜎 (𝜔) является величиной комплексной (𝜎 = 𝜎(1)+ 𝑖𝜎(2)), получа­

ем связь между мнимыми и действительными частями электропроводности

и ДП

𝜀(1) (𝜔) = 1− 4𝜋

𝜔
𝜎(2) (𝜔) , (7.20)

𝜀(2) (𝜔) =
4𝜋

𝜔
𝜎(1) (𝜔) . (7.21)

Подставляя (7.19) в (7.21), получаем

𝜎(1) (𝜔) =
𝜋𝑒2ℏ2

𝑚2𝜔Ω

∑︁
𝑛,𝑛′,k

2 · [𝑓 (𝐸𝑛k)− 𝑓 (𝐸𝑛′k)] ·
⃒⃒⃒⟨
𝜓
(0)
𝑛′k |∇|𝜓(0)

𝑛k

⟩⃒⃒⃒2
×

×𝛿 (𝐸𝑛′k − 𝐸𝑛k − ℏ𝜔) .

(7.22)
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Выражение (7.22) — формула Кубо-Гринвуда [80, 81] для расчета действи­

тельной части динамической электропроводности.

Рассмотрим случай квазинепрерывного электронного спектра, т.е. когда

энергетическая щель между соседними состояниями мала |𝐸𝑛+1,k − 𝐸𝑛,k| ≪

𝐸𝑛,k. Тогда в выражении (7.22) можно перейти от суммы к интегралу

𝜎(1) (𝜔) =
𝜋𝑒2ℏ2

𝑚2𝜔Ω

∫︁
2 · [𝑓 (𝐸 ′)− 𝑓 (𝐸)] ·

⃒⃒⃒⟨
𝜓
(0)
𝐸′ |∇|𝜓(0)

𝐸

⟩⃒⃒⃒2
×

×𝛿 (𝐸 ′ − 𝐸 − ℏ𝜔) 𝑔 (𝐸 ′) 𝑔 (𝐸) 𝑑𝐸 ′𝑑𝐸 =
2𝜋𝑒2ℏ2

𝑚2𝜔Ω

∫︁
[𝑓 (𝐸 + ℏ𝜔)− 𝑓 (𝐸)]×

×
⃒⃒⃒⟨
𝜓
(0)
𝐸′ |∇|𝜓(0)

𝐸

⟩⃒⃒⃒2
𝑔 (𝐸 + ℏ𝜔) 𝑔 (𝐸) 𝑑𝐸,

(7.23)

где 𝑔 (𝐸) — плотность электронных состояний. Переходя к пределу 𝜔 → 0 в

(7.23), для изотропной среды получаем следующее выражение для статиче­

ской электропроводности [81]

𝜎(1) (0) = −2𝜋𝑒2ℏ2

𝑚2Ω

∫︁
|⟨𝜓𝐸 |∇𝑥|𝜓𝐸⟩|2

𝜕𝑓 (𝐸)

𝜕𝐸
[𝑔 (𝐸)]2𝑑𝐸. (7.24)

Здесь использовано явное представление матричных элементов⃒⃒⃒⟨
𝜓
(0)
𝐸+ℏ𝜔 |∇|𝜓(0)

𝐸

⟩⃒⃒⃒2
=
⟨
𝜓
(0)
𝐸+ℏ𝜔 |∇𝛼|𝜓(0)

𝐸

⟩⟨
𝜓
(0)
𝐸+ℏ𝜔 |∇𝛽|𝜓(0)

𝐸

⟩
,

где 𝛼 и 𝛽 — индексы, соответствующие трем пространственным координа­

там. Из выражения (7.24) видно, что величина 𝜎(1) (0) определяется значени­

ем плотности электронных состояния в малой окрестности уровня Ферми в

зависимости от температуры рассматриваемой среды.

7.2. Расчет ДП в рамках ТФП

Рассмотрим отклик системы заряженных частиц на внешнее нестацио­

нарное электрическое поле 𝑉𝑒𝑥𝑡 (r, 𝑡) в рамках ТФП. Предполагая внешнее
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поле малым в сравнении с внутренними полями, в рамках приближения ли­

нейного отклика определим поляризуемость 𝜒 (r, r′, 𝑡− 𝑡′), описывающую из­

менение электронной плотности 𝛿𝜌 (r, 𝑡) при малом изменении внешнего по­

тенциала 𝛿𝑉𝑒𝑥𝑡 (r′, 𝑡′)

𝜒 (r, r′, 𝑡− 𝑡′) =
𝛿𝜌 (r, 𝑡)

𝛿𝑉𝑒𝑥𝑡 (r′, 𝑡′)
. (7.25)

Так же следует определить функцию отклика 𝜒(0) (r, r′, 𝑡− 𝑡′), описыва­

ющую изменение плотности при малом изменении эффективного потенциала

𝛿𝑉𝑒𝑓𝑓 (r
′, 𝑡′)

𝜒(0) (r, r′, 𝑡− 𝑡′) =
𝛿𝜌 (r, 𝑡)

𝛿𝑉𝑒𝑓𝑓 (r′, 𝑡′)
. (7.26)

Чтобы найти связь между 𝜒 (r, r′, 𝑡− 𝑡′) и 𝜒(0) (r, r′, 𝑡− 𝑡′) следует допол­

нительно ввести функцию 𝑓𝑥𝑐 [𝜌] (r, r
′, 𝑡− 𝑡′), определяющую отклик обменно­

корреляционного потенциала 𝑉𝑋𝐶 (r, 𝑡) на изменение плотности

𝑉𝑋𝐶 [𝜌0 + 𝛿𝜌] (r, 𝑡) = 𝑉𝑋𝐶 [𝜌0] (r) +

∫︁
𝑑𝑡′
∫︁
𝑓𝑥𝑐 [𝜌0] (r, r

′, 𝑡− 𝑡′) 𝛿𝜌 (r′, 𝑡′) 𝑑r′,

𝑓𝑥𝑐 [𝜌0] (r, r
′, 𝑡− 𝑡′) =

𝛿𝑉𝑋𝐶 [𝜌] (r, 𝑡)

𝛿𝜌 (r′, 𝑡′)

⃒⃒⃒⃒
𝜌=𝜌0

, (7.27)

где 𝜌0 — электронная плотность основного состояния при отсутствии возму­

щения. Из выражений (7.25) – (7.27) можно получить связь между 𝜒 и 𝜒(0)

𝜒 (r, r′, 𝜔) = 𝜒0 (r, r′, 𝜔) +

∫︁
𝑑r1𝑑r2𝜒

(0) (r, r1, 𝜔)×

×
[︂

𝑒2

|r1 − r2|
+ 𝑓𝑥𝑐 (r1, r2, 𝜔)

]︂
𝜒 (r2, r

′, 𝜔) .

(7.28)

Применяя к (7.28) преобразование Фурье, получаем

𝜒 (q, 𝜔) = 𝜒(0) (q, 𝜔) + 𝜒(0) (q, 𝜔) · [𝜈 + 𝑓𝑥𝑐] · 𝜒 (q, 𝜔) , (7.29)

где 𝜈 = 4𝜋𝑒2/𝑞2 — Фурье образ кулоновского потенциала. Таким образом,

разрешая (7.28) относительно 𝜒 получаем

𝜒 = 𝜒(0)
(︁
1− [𝜈 + 𝑓𝑥𝑐]𝜒

(0)
)︁−1

. (7.30)
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Следует определить еще одну поляризуемость 𝑃 , характеризующую из­

менение плотности при изменении полного потенциала 𝑉 (r, 𝑡) системы

𝑃 (r, r′, 𝑡− 𝑡′) =
𝛿𝜌 (r, 𝑡)

𝛿𝑉 (r′, 𝑡′)
. (7.31)

Полный и внешний потенциалы связаны соотношением 𝑉 = 𝜀−1𝑉𝑒𝑥𝑡.

В качестве внешнего возмущения рассмотрим продольное электрическое

поле, что дает возможность связать потенциал индуцированного поля 𝑉𝑖𝑛𝑑 с

𝜌𝑖𝑛𝑑 посредством уравнения Пуассона (с учетом Фурье-преобразования)

𝑉𝑖𝑛𝑑 = 𝜈𝜌𝑖𝑛𝑑. (7.32)

Предполагая линейный характер зависимости плотности от внешнего

поля, заменяем в выражениях (7.25), (7.31) производные на отношения, по­

лучаем

𝜌𝑖𝑛𝑑 = 𝜒𝑉𝑒𝑥𝑡 = 𝑃𝑉. (7.33)

Исходя из (7.32) и (7.33) имеем следующие соотношения для ДП

𝜀−1 =
𝑉

𝑉𝑒𝑥𝑡
=
𝑉𝑒𝑥𝑡 + 𝑉𝑖𝑛𝑑

𝑉𝑒𝑥𝑡
= 1 + 𝜈

𝜌𝑖𝑛𝑑
𝑉𝑒𝑥𝑡

= 1 + 𝜈𝜒, (7.34)

𝜀 =
𝑉𝑒𝑥𝑡
𝑉

=
𝑉 − 𝑉𝑖𝑛𝑑

𝑉
= 1− 𝜈

𝜌𝑖𝑛𝑑
𝑉

= 1− 𝜈𝑃. (7.35)

Перемножая (7.34) и (7.35), находим связь между поляризуемостями 𝜒 и 𝑃

𝑃 = 𝜒(1 + 𝜈𝜒)−1. (7.36)

Подставляя (7.36) в (7.35), с учетом (7.30) окончательно получаем

𝜀 = 1− 𝜈𝜒(0)
(︁
1 + 𝑓𝑥𝑐𝜒

(0)
)︁−1

. (7.37)

Если пренебречь вкладом обменно-корреляционного потенциала и поло­

жить 𝑓𝑥𝑐 = 0, то из (7.37) можно получить следующее выражение для расчета

продольной ДП в приближении RPA

𝜀 (𝜔) = lim
|q|→0

𝜀 (q, 𝜔) = 1− lim
|q|→0

4𝜋𝑒2

|q|2
𝜒(0) (q, 𝜔) . (7.38)
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Выражение для поляризуемости 𝜒(0) (q, 𝜔) системы невзаимодействующих

электронов, находящихся в поле локального эффективного потенциала 𝑉𝑒𝑓𝑓 (r),

получено в работах [79, 227]. Таким образом, формула (7.38) совпадает с

(7.14).

Следует заметить, что выражение (7.38) не учитывает эффекты локаль­

ного поля. В общем случае выражение для тезора ДП имеет вид [79]

𝜀G,G′ (q, 𝜔) = 𝛿G,G′ − 4𝜋𝑒2

|G+ q| |G′ + q|
𝜒
(0)
G,G′ (q, 𝜔) , (7.39)

где G, G′ — векторы обратной решетки. В формуле (7.38) используется при­

ближение 𝜀(𝜔) =
(︂
lim
|q|→0

𝜀−1
00 (q, 𝜔)

)︂−1

≈ lim
|q|→0

𝜀00 (q, 𝜔). Метод учета эффектов

локального поля рассматривается в работах [227, 229]. В результатах расче­

та оптических свойств, полученных в настоящей работе, данный эффект не

учитывается.

7.3. Учет нелокальности потенциала в рамках ТФП

Формулы для расчета ДП, представленные ранее, были получены в при­

ближениии системы независимых электронов в поле локального эффективно­

го потенциала 𝑉 (r). Выражение для мнимой части поперечной ДП в длин­

новолновом пределе для произвольного потенциала имеет вид [230]

𝜀
(2)
𝑇 (𝜔) =

1

3

4𝜋2𝑒2

𝜔2Ω
lim
|q|→0

∑︁
𝑛,𝑛′,𝛼,k

2wk · (𝑓 (𝐸𝑛,k)− 𝑓 (𝐸𝑛′,k+q)) ·
⃒⃒⃒
⟨𝜓(0)

𝑛′k|v̂𝛼|𝜓(0)
𝑛k ⟩
⃒⃒⃒2
×

×𝛿 (𝐸𝑛′,k+q − 𝐸𝑛k − ℏ𝜔) ,
(7.40)

Оператор скорости v̂, входящий в формулу (7.40), можно выразить через

коммутатор

v̂ = 𝑑r/𝑑𝑡 = (𝑖/ℏ) [𝐻, r] . (7.41)
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Локальные потенциалы являются диагональными и их матричные эле­

менты представимы в виде

⟨r |𝑉 | r′⟩ = 𝑉 (r) 𝛿 (r− r′) .

С учетом данного свойства выражение (7.41) сводится к виду v̂ = p𝑒/𝑚, т.е.

операторы скорости и импульса оказываются пропорциональными. В таком

случае выражение (7.40) принимает вид

𝜀
(2)
𝑇 (𝜔) = 1

3
4𝜋2𝑒2ℏ2
𝑚2𝜔2Ω lim

|q|→0

∑︀
𝑛,𝑛′,𝛼,k

2wk (𝑓 (𝐸𝑛,k)− 𝑓 (𝐸𝑛′,k+q))×

×|⟨𝑢𝑛′,k|∇𝛼 − 𝑖k𝛼|𝑢𝑛,k⟩|2 · 𝛿 (𝐸𝑛′,k+q − 𝐸𝑛,k − ℏ𝜔),

который аналогичен формуле (7.19) для поперечной ДП (с учетом представ­

ления волновых функций в виде функций Блоха).

Воздействие нелокального потенциала 𝑉 (r, r′) на волновые функции

невозможно рассматривать как произведение, и необходимо вычислять ин­

теграл

⟨r |𝑉 |𝜓⟩ =
∫︁

⟨r |𝑉 | r′⟩𝜓 (r′) 𝑑3r′,

поскольку такой оператор не является диагональным. Одним из следствий

такого свойства является то, что операторы потенциала 𝑉 (r, r′) и координаты

r не коммутируют и выражение (7.41) принимает вид [82]

v̂ = p/𝑚+ (𝑖/ℏ) [𝑉 (r, r′) , r] ,

т.е. воздействие операторов скорости и импульса на волновую функцию раз­

личается.

В общем случае для кулоновского потенциала (локальный потенциал)

формула 7.19 корректна. Однако, поскольку в рамках ТФП электрон-ионное

взаимодействие описывается не кулоновским потенциалом, а эффективным

нелокальным псевдопотенциалом [15, 83], то, как было упомянуто в главе 2,
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выражения вида (2.6) и (7.19) не учитывают данный эффект и могут давать

некорректный результат.

Оператор скорости можно записать в виде предела [82]

v̂ = lim
|q|→0

[𝐻, exp (𝑖qr)] /ℏ |q| . (7.42)

Подставляя (7.42) в формулу для поперечного тензора ДП (7.40), приходим

к выражению для мнимой части продольного тензора ДП

𝜀
(2)
𝐿 (𝜔) = 1

3
4𝜋2𝑒2

Ω lim
|q|→0

1
|q|2

∑︀
𝑛,𝑛′,𝛼,k

2wk (𝑓 (𝐸𝑛,k)− 𝑓 (𝐸𝑛′,k+q)) · |⟨𝑢𝑛′,k+e𝛼𝑞 |𝑢𝑛,k ⟩|
2×

×𝛿 (𝐸𝑛′,k+q − 𝐸𝑛,k − ℏ𝜔),

которое, с учетом усреднения по направлениям, совпадает с формулами (7.38)

и (7.14). Полученное таким образом продольное выражение (7.38) лишено

недостатков формул вида (2.6) и (7.19) и применимо для любых потенциалов,

поскольку при его выводе используется преобразование оператора скорости,

а не импульса.

7.4. Плазменная частота и электропроводность

Выражения для ДП, полученные ранее, содержат сумму вкладов пере­

ходов между состояниями электронов с различными уровнями энергии. Пе­

реходы могут осуществляться как между различными состояниями (𝑛 ̸= 𝑛′),

так и в пределах одного вырожденного состояния (𝑛 = 𝑛′) (энергетической

зоны). При низких температурах переходы второго типа не вносят никакого

вклада в ДП изоляторов и полупроводников, но достаточно существенны для

металлов. В данном случае, как было показано ранее, вклад в электропровод­

ность вносят переходы в пределах энергетической зоны, содержащей в себе

уровень Ферми. При росте температуры в силу уширения «ступеньки» рас­

пределения Ферми, необходимо также учитывать переходы не только между
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связанными и свободными состояниями, но и в пределах вырожденных свя­

занных состояний, и в непрерывном спектре свободных состояний.

Вычислим длинноволновой предел (|q| → 0) части продольной ДП (7.14),

содержащей только внутризонные переходы (𝑛 = 𝑛′). В данном случае вслед­

ствие нормированности волновых функции, это равносильно нахождению

предела формулы Линхарда (7.15). Преобразуем (7.15)

𝜀𝐿 (𝜔) = 1− lim
|q|→0

4𝜋𝑒2

|q|2
· 2
Ω

∑︁
k

(𝑓 (𝐸k+q)− 𝑓 (𝐸k))

𝐸k+q − 𝐸k − ℏ𝜔
=

= 1− 8𝜋𝑒2

Ω
lim
|q|→0

1

|q|2
∑︁
k

(︂
𝑓 (𝐸k+q)

𝐸k+q − 𝐸k − ℏ𝜔
− 𝑓 (𝐸k)

𝐸k+q − 𝐸k − ℏ𝜔

)︂
=

= 1− 8𝜋𝑒2

Ω
lim
|q|→0

1

|q|2
∑︁
k

2𝑓 (𝐸k) (𝐸k − 𝐸k+q)

(𝐸k+q − 𝐸k)
2 − (ℏ𝜔)2

=

= 1− 8𝜋𝑒2

Ω
lim
|q|→0

1

|q|2
∑︁
k

2𝑓 (𝐸k) (𝐸k+q − 𝐸k)

(ℏ𝜔)2
,

(7.43)

где в знаменателе сразу переходим к пределу |q| → 0 и в первой сумме

заменяем k ↔ k+ q. Для нахождения предела (7.43) необходимо разложить

энергию 𝐸k+q в ряд по степеням q

𝐸k+q = 𝐸k + (q · ∇k𝐸k) +
1

2
|q|2∇2

k𝐸k + 𝑜
(︁
|q|2
)︁
. (7.44)

Линейные по q члены разложения в (7.44) при суммировании сокращаются,

поскольку для каждого элемента с индексом k существует элемент с индексом

−k. Таким образом, получаем

𝐸k+q − 𝐸k =
1

2
|q|2∇2

k𝐸k + 𝑜
(︁
|q|2
)︁
. (7.45)

Подставляя (7.45) в (7.43) и переходя к пределу, окончательно получаем

𝜀𝐿 (𝜔) = 1− 4𝜋𝑛𝑒𝑒
2

𝑚𝜔2
= 1−

𝜔2
𝑝

𝜔2
, (7.46)

где 𝜔𝑝 — плазменная частота, 𝑛𝑒 =
∑︀
k

2𝑓 (𝐸k) /Ω — концентрация электронов,
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𝑚 — тензор эффективной массы электронов

1

𝑚𝛼𝛽
=

1

ℏ2

(︂
𝜕𝐸k

𝜕k𝛼

)︂(︂
𝜕𝐸k

𝜕k𝛽

)︂
.

Согласно (7.46), в пределе 𝜔 → 𝜔𝑝 ДП стремится к нулю. Следовательно, учи­

тывая взаимосвязь между внутренним и внешним потенциалами 𝑉 = 𝜀−1𝑉𝑒𝑥𝑡,

можно заключить, что даже малое внешнее поле порождает значительное эф­

фективное внутреннее поле. В результате возникают колебания электронов с

собственной частотой, равной плазменной.

Используя связь ДП и проводимости в виде 𝜀 (𝜔) = 1 + 4𝜋𝑖𝜎 (𝜔) /𝜔

и производя замену 𝜔 → 𝜔 + 𝑖𝜂, получаем выражение для динамической

электропроводности

𝜎 (𝜔) = 𝑖
𝑛𝑒𝑒

2

𝑚 (𝜔 + 𝑖𝜂)
. (7.47)

Величина 𝜂 в (7.47) имеет физический смысл обратного времени жизни элек­

тронного состояния 𝜏 или времени релаксации. Выражение (7.47) можно пе­

реписать в следующем виде

𝜎 (𝜔) = 𝑖
𝑁𝑒𝑒

2

𝑚 (𝜔 + 𝑖/𝜏)
=

𝑁𝑒𝑒
2𝜏

𝑚 (1− 𝑖𝜔𝜏)
= 𝜎0

(︂
1

1 + 𝜔2𝜏 2
+ 𝑖

𝜔𝜏

1 + 𝜔2𝜏 2

)︂
, (7.48)

где 𝜎0 — статическая электропроводность. Формула Друде (7.48) описывает

проводимость и диэлектрические свойства газа свободных электронов. Дан­

ная формула наиболее часто используется для описания металлов.

Переходя к пределу 𝜔 → ∞ в преобразовании Крамерса-Кронига (7.17)

и пренебрегая в знаменателе 𝜔′ по сравнению с 𝜔, получаем

lim
𝜔→∞

𝜀(1) (𝜔) = 1− 1

𝜔2

2

𝜋

∞∫︁
0

𝜔′𝜀(2) (𝜔′) 𝑑𝜔′ = 1− 4𝜋𝑒2

𝑚𝜔2

∞∫︁
0

𝐹 (𝜔′) 𝑑𝜔′, (7.49)

где величина 𝐹 (𝜔′) 𝑑𝜔′ — сила осцилляторов в интервале частот 𝑑𝜔′. Срав­

нение выражений (7.49) и (7.46) приводит к правилу сумм [228]

𝑚

2𝜋2𝑒2

∞∫︁
0

𝜔𝜀(2) (𝜔) 𝑑𝜔 =

∞∫︁
0

𝐹 (𝜔) 𝑑𝜔 = 𝑛𝑒. (7.50)
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Для проводимости формула (7.50) принимает вид

∞∫︁
0

𝜎(1) (𝜔) 𝑑𝜔 =
𝜔2
𝑝

8
.

В практических расчетах при использовании численных методов, правило

сумм позволяет определить максимальное необходимое значения частоты 𝜔,

до которого следует рассчитывать мнимую ДП.

7.5. Показатель преломления и коэффициент

отражения.

Показатель преломления 𝑁 (𝜔) и ДП связаны соотношением

𝑁 2 (𝜔) = 𝜀 (𝜔) .

Согласно (7.46), при значениях частоты 𝜔, меньших чем 𝜔𝑝, показатель пре­

ломления становится чисто мнимым. Это обуславливает полное отражение

падающего излучения. Когда 𝜔 превышает значение 𝜔𝑝, показатель прелом­

ления 𝑁 (𝜔) становится действительным. В такой ситуации среда становится

прозрачной для падающего излучения.

Показатель преломления 𝑁 (𝜔) — величина комплексная

𝑁 = 𝑛+ 𝑖𝜅, (7.51)

где 𝜅 (𝜔) — коэффициент поглощения, определяющий скорость затухания

волны по мере распространения в среде. Мнимые и действительные частями

ДП и показателя преломления связаны соотношениями⎧⎨⎩𝑛
2 (𝜔)− 𝜅2 (𝜔) = 𝜀(1) (𝜔)

2𝑛 (𝜔)𝜅 (𝜔) = 𝜀(2) (𝜔) .
(7.52)
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Находя решение системы (7.52) относительно 𝑛 (𝜔) и 𝜅 (𝜔), получаем⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛 (𝜔) =

(︁
1/
√
2
)︁
·
√︁
𝜀(1) (𝜔) + |𝜀 (𝜔)|

𝜅 (𝜔) =
(︁
1/
√
2
)︁
·
√︁

−𝜀(1) (𝜔) + |𝜀 (𝜔)|,
(7.53)

где |𝜀 (𝜔)| =
√︁[︀

𝜀(1) (𝜔)
]︀2

+
[︀
𝜀(2) (𝜔)

]︀2 — модуль ДП.

Коэффициент отражения для нормально падающего излучения вычис­

ляется по формуле Френеля [228]

𝑅 =

⃒⃒⃒⃒
1− N (𝜔)

1 + N (𝜔)

⃒⃒⃒⃒2
. (7.54)

В явном виде формула (7.54) с учетом результата (7.53) принимает вид

𝑅 =
(1− 𝑛)2 + 𝜅2

(1 + 𝑛)2 + 𝜅2
=

|𝜀|+ 1−
√
2
√︀
𝜀(1) + |𝜀|

|𝜀|+ 1 +
√
2
√︀
𝜀(1) + |𝜀|

=

=

√︁[︀
𝜀(1)
]︀2

+
[︀
𝜀(2)
]︀2

+ 1−
√
2

√︂
𝜀(1) +

√︁[︀
𝜀(1)
]︀2

+
[︀
𝜀(2)
]︀2

√︁[︀
𝜀(1)
]︀2

+
[︀
𝜀(2)
]︀2

+ 1 +
√
2

√︂
𝜀(1) +

√︁[︀
𝜀(1)
]︀2

+
[︀
𝜀(2)
]︀2 .

(7.55)

На больших частотах коэффициент отражения обращается в ноль. Для ма­

лых частот в рамках теории Друде зависимость коэффициента отражения от

частоты падающего излучения может быть описана асимптотическим выра­

жением вида [130]

𝑅 = 1−
(︂

𝜔

2𝜋𝜎0

)︂1/2

.
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Глава 8

Коэффициент отражения плазмы ксенона

Измерение коэффициента отражения и последующий теоретический ана­

лиз полученных данных — это широко используемые методы при изучении

фазовых диаграмм разнообразных веществ [3–5, 7, 8, 32, 33, 169, 170, 173, 176,

231, 232], особенно в экспериментах с ударным волновым сжатием, где чис­

ло измеряемых параметров ограничено. Возникает сложность в установлении

прямой зависимости между результатами измерений оптических характери­

стик среды и электронными, термодинамическими свойствами материала.

Данная глава посвящена исследованию оптических характеристик плаз­

мы, образованной при ударном сжатии ксенона. В экспериментах [233–238],

в которых генерация плазмы осуществлялась динамическим сжатием газооб­

разного ксенона мощной ударной волной, были проведены измерения коэф­

фициента отражения для длин волн лазерного излучения 1064, 694 и 532 нм.

Результаты измерений коэффициента отражения лазерного излучения

с длиной волны 1064 нм [233] для различных значений плотности плазмы

ксенона представлены на рис. 8.1 в виде треугольников. Видно, что данные

эксперимента указывают на отсутствие упомянутого ранее в Главе 7 эффекта

"отсечки"на плазменной частоте, который возникает в случае бесстолкнови­

тельной плазмы (сплошная линия на рис. 8.1), где зависимость ДП от часто­

ты имеет вид (7.46). Стрелкой обозначено значение плотности плазмы, при

котором 𝜔𝑝 = 𝜔.

Зависимость коэффициента отражения от плотности при 𝜆 = 1064нм,

полученная в рамках модели Друде (7.47) с частотой столкновений в прибли­

жении Борна [239] представлена на рис. 8.1 в виде штрихованной линии. Как

можно заметить, такой подход лучше в сравнении с моделеью бесстолкно­
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вительной плазмы воспроизводит зависимость коэффициента отражения от

плотности, но также не позволяет достичь удовлетворительного согласия с

экспериментом.

Возникшее расхождение результатов измерений с расчетами по модели

Друде может быть объяснено тем, что фронт ударной волны в эксперименте

не является резким и имеет некоторую ширину, в пределах которой возникает

оптически неоднородная среда. Такой подход был использован в серии работ

[235, 236, 238–241]. Из рис. 8.1 видно, что аппроксимация данных эксперимен­

та в рамках модели Друде с широким фронтом позволяют практически точно

описать измеренную зависимость коэффициента отражения от плотности при

𝜆 = 1064нм. При этом такое согласие с экспериментом достигается для значе­

ния ширины фронта 800 нм, что почти на порядок превышает теоретическую

оценку допустимого значения данного параметра 100 нм [233]. Также стоит

отметить, что для двух других длин волн (694 и 532 нм) согласие несколько

хуже.

В работе [238] показано, что хорошее согласие результатов расчета с

учетом уширения фронта с экспериментом для зависимости коэффициента

отражения от угла падения достигается при ширине 220 нм. Однако, при этом

заметно увеличивается расхождение результатов расчета с данными измере­

ний для случая нормального падения.

В работе [14] применен метод ТФП с формулой Кубо-Гринвуда (2.5) для

ДП (ромбы, соединенные пунктирной линией на рис. 8.1) для описания отра­

жательной способности плазмы ксенона в условиях эксперимента [233]. Такой

подход заметно улучшает согласие с экспериментом в сравнении с моделью

Друде без учета уширения фронта. Однако, при этом сохраняется заметное

расхождение с экспериментом в области малых плотностей.

В [14] ДП была рассчитана также с учетом поправки на величину энер­

гетической щели между свободными и связанными состояниями, поскольку
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Рис. 8.1. Зависимость коэффициента отражения от плотности при 𝜆 = 1064нм. Сплошная

толстая линия - случай бесстолкновительной плазмы. Штрихованная линия соответству­

ет аппроксимации результатов эксперимента с использованием модели Друде с частотой

столкновений в приближении Борна [239]. Тонкая линия — модель Друде с учетом шири­

ны фронта [239–241]. Треугольники — эксперимент [233]; ромбы, соединенные пунктиром

— ТФП с использованием формулы Кубо-Гринвуда (2.5) для ДП [14]; круги, соединенные

пунктиром — результаты [14], полученные с введением поправок на ширину энергетиче­

ской щели между свободными и связанными состояниями; квадраты, соединенные линией

— ТФП с использованием продольного выражения для ДП (2.4) [84, 85] . Стрелкой ука­

зано значение плотности плазмы, при котором частота падающего излучения совпадает с

плазменной.
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используемый обменно-корреляционный функционал PBE, как было упомя­

нуто ранее, не позволяет корректно учесть ширину запрещенной зоны. Ре­

зультаты расчета с учетом данной поправки представлены на рис. 8.1 в виде

кругов, соединенных пунктирной линией. Видно, что такой подход несколь­

ко улучшает согласие результатов расчета с экспериментом в области малых

плотностей, вместе с тем ухудшая его в области больших плотностей. Сто­

ит также заметить, что увеличение щели практически не меняет характер

зависимости коэффициента отражения от плотности (данные с учетом и без

учета данной правки практически параллельны).

Результаты расчета, полученные в работах [84, 85] в рамках ТФП с ис­

пользованием продольной ДП (2.4), заметно лучше согласуются с эксперимен­

том в сравнении с [14] как по абсолютному значению, так и по зависимости

от плотности, причем без введения поправок на ширину запрещенной зоны.

Основным отличием применяемого в [84, 85] подхода от [14] является исполь­

зование продольного выражения для ДП (2.4) вместо поперечного выражения

(2.5), которое, как было упомянуто ранее, дает более корректный результат

в сравнении с формулой Кубо-Гринвуда в рамках ТФП.

Результаты [14, 84, 85] были получены в рамках ТФП без введения уши­

рения фронта ударной волны и при этом достаточно хорошо согласуются с

экспериментом. Однако нельзя исключить, что для граничных областей рас­

смотренного диапазона параметров этот фактор может внести определенный

вклад в отражательную способность плазмы ударно сжатого ксенона, хотя и

в заметно меньшей степени, чем предполагалось в [239–241].

В настоящей главе в рамках подхода, предложенного в работах [84, 85,

242–244] и изложенного в Главе 2, получены зависимости электропроводно­

сти и плазменной частоты ксенона от плотности, а также рассматривается

случай отражения лазерного излучения от оптически неоднородной среды и

зависимости от угла падения.
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8.1. Электропроводность и плазменная частота ксенона

В разреженной плазме можно выделить связанные электронные уровни,

характеризующиеся дискретным спектром, и свободные состояния с непре­

рывным спектром. При этом связанный электрон может находиться как в

основном состоянии, так и на возбужденных уровнях.

При повышении давления электронные уровни уширяются и возникает

квазинепрерывный спектр, начало которого определяется формулой Инглиса­

Теллера. Кроме этого происходит дополнительное преобразование парных

возбужденных состояний, поскольку время их жизни уменьшается с ростом

возбуждения вследствие кулоновских столкновений. Это время обращается в

ноль еще при энергиях ниже границы ионизации на некоторую величину Δ𝐸,

которая может быть меньше уровня Инглиса-Теллера. Состояния электронов

и ионов в диапазоне Δ𝐸 можно отнести к квазинепрерывным коллективным

многочастичным состояниям [245].

Диапазон квазинепрерывного спектра связанных электронных состоя­

ний увеличивается с ростом плотности зарядов. Поэтому выделение свобод­

ных электронов в плотной плазме становится приближенным, что затрудняет

вычисление плазменной частоты по стандартной формуле (2.14).

Плазменную частоту 𝜔𝑝 можно оценить различными способами, исполь­

зуя зависимость мнимой ДП от частоты. Первый метод основан на аппрокси­

мации действительной части динамической электропроводности 𝜎(𝜔) форму­

лой Друде в области малых частот (2.10). Как было упомянуто в Главе 2, та­

кое приближение также используется для определения значения статической

электропроводности при расчете в рамках ТФП [10, 15, 22, 25]. Выражение

(2.10) можно переписать в виде

𝜎(𝜔) = (𝜔2
𝑝𝜏)/4𝜋(1 + 𝜔2𝜏 2).
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Параметры аппроксимации — время релаксации 𝜏 и искомая плазменная

частота 𝜔𝑝. Недостатком такого подхода является то, что зависимость 𝜎(𝜔)

при 𝜔 → 0 не всегда имеет лоренцевский профиль и не может быть описана

выражением (2.10) [10, 25] (см. также рис. 2.3). Однако, для плазмы ксено­

на в рассматриваемом диапазоне температур и плотностей данный подход

применим.

На рис. 8.2 представлены рассчитанные в рамках ТФП значения стати­

ческой электропроводности плазмы ксенона при различных значениях плот­

ности. Результаты расчета достаточно хорошо согласуются с экспериментом

[239]. Представленные результаты получены для тех же параметров плазмы

ксенона, при которых проводились измерения коэффициента отражения в

работе [233].

Основной метод для оценки плазменной частоты, применяемый в насто­

ящей работе и более подробно описанный в разделе 2.2.3, основан на прави­

ле сумм. Для расчетов используется выражение (2.15). Такой подход лишен

недостатка первого метода, поскольку не зависит от профиля функции 𝜎(𝜔).

Следует заметить, что полученное подобным образом значение 𝜔𝑝 может быть

несколько завышено, ввиду учета вклада внутризонных переходов между свя­

занными состояниями. Однако, анализ плотности электронных состояний в

плазме ксенона показал, что для рассматриваемого диапазона плотностей и

температур вклад таких переходов пренебрежимо мал.

Помимо двух перечисленных способов 𝜔𝑝 можно оценить, рассматривая

электроны с энергией больше, чем энергия Ферми 𝐸𝑓 , как свободные. Тогда

концентрацию свободных электронов 𝑛𝑒 можно вычислить, используя выра­

жение

𝑛𝑒/𝑛 = 2

∞∫︁
𝐸𝑓

𝑓(𝐸)𝑔(𝐸)𝑑𝐸, (8.1)

где 𝑛 = 𝑁/Ω — суммарная концентрация ионов и атомов, 𝑔(𝐸) — плотность
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Рис. 8.2. Зависимость статической электропроводности от плотности. Треугольники —

результаты измерений [239], квадраты — результаты расчета.
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электронных состояний. На рис. 8.3 приведен пример 𝑔(𝐸) для плотности

𝜌 = 1.1 г/см3.

На рис. 8.4 показаны результаты расчета зависимости плазменной ча­

стоты от плотности плазмы для всех трех способов. Полученные значения 𝜔𝑝

практически совпадают с оценками [233, 239] в области малой плотности. Да­

лее с ростом 𝜌 возникает заметное расхождение значений 𝜔𝑝. При этом зави­

симости плазменной частоты от плотности, рассчитанные с использованием

формулы Друде, полученной в рамках модели свободных электронов, и пра­

вила сумм (2.15) практически совпадают, что в определенной степени являет­

ся подтверждением того, что первое стационарное значение функции 𝑆(𝜔max)

(2.13) определяет вклад переходов в спектре свободных электронов. Значения

плазменной частоты, рассчитанные с использованием формулы (8.1), также

достаточно хорошо согласуются с результатами расчета по формуле (2.15).

Значения плазменной частоты в [233, 239] были получены в рамках хи­

мической модели плазмы. При этом использовалось уравнение Саха с учетом

эффектов кулоновского притяжения и короткодействующего отталкивания

в приближении твердых сфер [153]. Таким образом, полученные оценки 𝜔𝑝

связаны лишь с параметрами плазмы, образующейся при ударном сжатии

ксенона, и никак не связаны с данными по зависимости коэффициента отра­

жения от плотности.

В случае использования подхода, основанного на правиле сумм (2.15)

мнимая часть ДП входит в выражения как коэффициента отражения, так

и плазменной частоты и электропроводности, однозначным образом опреде­

ляя их значения. Таким образом, в рамках подхода, используемых в данной

работе, рассчитанные значения плазменной частоты согласованы, напрямую

связаны с полученной зависимостью коэффициента отражения и электропро­

водности от плотности.
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Рис. 8.3. Плотность электронных состояний при значении плотности плазмы 𝜌 = 1.1 г/см3.

Пунктирная линия — заселенность уровней 𝑓(𝐸). Стрелкой указан уровень Ферми.
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Рис. 8.4. Зависимость плазменной частоты от плотности плазмы ксенона. Темные кружки

соответствуют значениям плазменной частоты, рассчитанным с использованием формулы

Друде. Квадраты — результаты расчета по формуле (2.15). Светлые кружки — оценки зна­

чений плазменной частоты, полученные в работе [233, 239]. Треугольники соответствуют

значениям плазменной частоты, рассчитанным с использованием формулы (8.1) для кон­

центрации свободных носителей заряда. Стрелками указаны значения частот излучения,

соответствующие длинам волн 1064, 694 и 532 нм.
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8.2. Коэффициент отражения с учетом оптической

неоднородности при нормальном падении

Метод расчета коэффициента отражения от резкой границы между ваку­

умом и исследуемой средой в рамках ТФП более детально рассмотрен в рабо­

тах [84, 85], где для расчетов была использована формула Френеля (7.54).

Следует заметить, что выражение (7.54) получено для случая отражения

электромагнитной волны от резкой границы между двумя оптически одно­

родными средами с постоянными независящими от расстояния значениями

ДП, как это показано на рис. 8.5(а). В данном случае 𝜀𝐼 = 1 (вакуум) и

𝜀𝐼𝐼 = 𝜀, и электромагнитная волна распространяется из области I.

Рис. 8.5. Схематическая зависимость ДП 𝜀 от расстояния 𝑧 на границе двух оптически

однородных сред (I и II) при 𝑧 = 0: (а) случай резкой границы (пунктирная линия), где

ДП меняется скачком от 𝜀𝐼 до 𝜀𝐼𝐼 ; (б) граница между I и II – оптически неоднородная

среда III с конечной шириной ℎ, где ДП меняется непрерывно от 𝜀𝐼 до 𝜀𝐼𝐼 .

В общем случае метод расчета коэффициента отражения [236, 239–241]
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основан на решении уравнения Гельмгольца

𝐸 ′′ (𝑧) +
(︀
4𝜋2/𝜆2

)︀
𝜀(𝑧, 𝜆)𝐸 (𝑧) = 0, (8.2)

где 𝐸 (𝑧) — комплексная амплитуда электрического поля, с длиной волны

𝜆, 𝜀 (𝑧, 𝜆) — неоднородная ДП рассматриваемой среды, 𝑧 — расстояние. Об­

щее решение уравнения (8.2) при 𝑧 < 0 (область I на рис. 8.5) может быть

представлено в виде

𝐸(𝑧) = 𝐶𝑖 · exp (2𝜋i𝑧/𝜆) + 𝐶𝑟 · exp (−2𝜋i𝑧/𝜆) , (8.3)

где 𝐶𝑖 и 𝐶𝑟 амплитуды падающей и отраженной волны соответственно. Зна­

чения данных параметров можно найти, зная соответствующие граничные

условия
𝐶𝑖 + 𝐶𝑟 = 𝐸(0)

(2𝜋i/𝜆) · (𝐶𝑖 − 𝐶𝑟) = 𝐸 ′(0),
(8.4)

где 𝐸 ′ = d𝐸/d𝑧. Граничные условия 𝐸(0) и 𝐸 ′(0) находятся из решения урав­

нения (8.2) в области 𝑧 > 0, соответствующей области II на рис. 8.5(а) или

области III на рис. 8.5(б).

Коэффициент отражения 𝑅 определяется как отношение интенсивно­

стей отраженной |𝐶𝑟|2 и падающей волны |𝐶𝑖|2

𝑅 =
|𝐶𝑟|2

|𝐶𝑖|2
=

⃒⃒⃒⃒
2𝜋i𝐸 (0)− 𝜆𝐸 ′ (0)

2𝜋i𝐸 (0) + 𝜆𝐸 ′ (0)

⃒⃒⃒⃒2
. (8.5)

При отражении от резкой границы между двумя оптически однородны­

ми средами (рис. 8.5(а)) с ДП 𝜀𝐼 = 1 и 𝜀𝐼𝐼 = 𝜀 имеем следующие граничные

условия 𝐸(0) = 1 и 𝐸 ′(0) = 2𝜋i
√
𝜀/𝜆, которые соответствуют решению урав­

нения (8.2) 𝐸 (𝑧) = exp (2𝜋i
√
𝜀𝑧/𝜆) в области 𝑧 > 0. Подставляя данные

граничные условия в (8.5) получаем формулу Френеля (7.54).

Рассмотрим отражение электромагнитной волны от пространственно уши­

ренной границы между вакуумом и исследуемой средой. В данной области с
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конечной шириной возникает размытие прямоугольного профиля плотности,

что приводит непрерывному изменению ДП в зависимости от расстояния, как

это схематически показано на рис. 8.5(б).

В таком случае формула Френеля неприменима, так как решение урав­

нения (8.2) в области III 0 < 𝑧 < ℎ отлично от 𝐸 (𝑧) = exp (2𝜋i
√
𝜀𝑧/𝜆).

Для нахождения значений 𝐸(0) и 𝐸 ′(0) уравнение (8.2) необходимо решить

в области 0 < 𝑧 < ℎ, используя следующие граничные условия при 𝑧 = ℎ

𝐸 (ℎ) = exp
(︁
2𝜋𝑖
𝜆

√︀
𝜀(ℎ, 𝜆)ℎ

)︁
𝐸 ′ (ℎ) = 2𝜋𝑖

𝜆

√︀
𝜀(ℎ, 𝜆) · 𝐸 (ℎ) ,

(8.6)

где ℎ — ширина оптически неоднородного слоя. Оптическая неоднородность

фронта учитывается посредством линейной зависимости ДП от расстояния

𝜀(𝑧, 𝜆) = 1 + (𝜀(ℎ, 𝜆)− 1) (𝑧/ℎ) . (8.7)

Значения ДП 𝜀(ℎ, 𝜆) рассчитываются в рамках ТФП по формулам (2.4),

(2.8). Используется обменно-корреляционный функционал PBE. Решение си­

стемы уравнений Кона-Шема находится в виде суммы плоских волн c пара­

метром 𝐸𝑐𝑢𝑡 = 180 эВ, что обеспечивает сходимость результатов. Для нахож­

дения значения ДП, соответствующего выбранной температуре и плотности,

проводится усреднение по набору равновесных конфигураций. Температура

рассматриваемой системы 𝑇 ∼ 30000К. Точные значения температуры, соот­

ветствующие каждому значению плотности плазмы, приведены в таблице 8.1.

Данные в таблице 8.1 совпадают с условиями эксперимента [233–238].

На рис. 8.6 представлены результаты расчета зависимости коэффициен­

та отражения от плотности для значений длины волны лазерного излучения

1064 нм (а), 694 нм (б) и 532 нм (в) и данные измерений [233–236]. Экспери­

ментальные данные обозначены звездочками, стрелками указаны значения

плотности 𝜌, при которой частота падающего излучения совпадает с плаз­
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Рис. 8.6. Зависимость коэффициента отражения ксенона от плотности при длине волны:

(а) — 1064 нм, (б) — 694 нм, (в) — 532 нм. Звездочки — эксперимент; квадраты — ТФП без

учета уширения фронта; пунктирная линия — ТФП с учетом уширения фронта.
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Таблица 8.1. Плотности 𝜌 и температуры 𝑇 , соответствующие параметрам эксперимента

[233–238]

𝜆 = 1064нм 𝜆 = 694нм, 532 нм

𝜌 г/см3 𝑇 К 𝜌 г/см3 𝑇 К

0.51 30050 0.53 32900

0.97 29570 1.1 33100

1.46 30260 1.6 33120

1.98 29810 2.2 32090

2.7 29250 2.8 32020

3.84 28810 3.4 31040

менной частотой. Результаты расчета без учета уширения фронта ударной

волны [84, 85] обозначены квадратами.

Для длин волн 1064 нм и 694 нм теоретические значения находятся в со­

гласии с экспериментом, как по абсолютному значению, так и по зависимости

от плотности в области 𝜌 ≥ 1 г/см3. Выпадает только одна точка в области

низких плотностей при 𝜌 = 0.5 г/см3. Для длины волны 532 нм теоретиче­

ские значения коэффициента отражения несколько завышены в сравнении с

экспериментальными. Однако относительная зависимость коэффициента от­

ражения от плотности воспроизводится.

Ширина фронта ℎ является параметром уравнения (8.2). Можно вы­

брать такой диапазон значений ℎ, который позволит получить точное экс­

периментальное значение коэффициента отражения в пределах ошибки из­

мерения. Рассчитанные таким образом значения ширины фронта ℎ в нм для

различных плотностей ксенона и длин волн падающего излучения представ­

лены в таблице 8.2. Диапазон значений ℎ определяется ошибкой измерения

коэффициента отражения.

Зависимости коэффициента отражения от плотности, рассчитанные по
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Таблица 8.2. Оценки ширины фронта ударной волны ℎ (нм) при различных значениях

плотности плазмы ксенона 𝜌 и длины волны 𝜆

𝜌, г/см3 0.97 1.46 1.98 2.7 3.84

𝜆 = 1064 нм 0–130 0–145 0–110 0–80 0–70

𝜌, г/см3 1.1 1.6 2.2 2.8 3.4

𝜆 = 694 нм 0–135 60–145 40–112 0–110 0–25

𝜆 = 532 нм 130–180 130–175 96–120 75–115 –

формуле (8.5) для различных длин волн представлены на рис. 8.6 пунктирны­

ми линиями. При значении ширины волнового фронта около 100 нм улучше­

ние согласия с экспериментом для длины волны 532 нм не ухудшает согласия

с экспериментом для длин волн 1064 нм и 694 нм. Полученные значения ℎ

близки к теоретической оценке, полученной в [233].

8.3. Зависимость коэффициента отражения от угла

падения

Коэффициент отражения электромагнитной волны, падающей под уг­

лом отличном от нормали, зависит от поляризации компонент падающей

волны. В данном случае необходимо отдельно рассматривать отражение па­

дающей волны в зависимости от расположения компонент поля относительно

плоскости падения. S-поляризованная волна соответствует компоненте элек­

трического поля, перпендикулярной плотности падения. Компоненты элек­

трического поля параллельные плоскости падения определяют p-поляризо­

ванную часть излучения.

Для расчета коэффициентов отражения s- и p- поляризованных волн от

резкой границы вакуума и рассматриваемой среды используются следующие
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формулы Френенля

𝑅𝑠 =

⃒⃒⃒⃒
cos𝜙−

√
𝜀−sin2𝜙

cos𝜙+
√

𝜀−sin2𝜙

⃒⃒⃒⃒2
,

𝑅𝑝 =

⃒⃒⃒⃒
𝜀 cos𝜙−

√
𝜀−sin2𝜙

𝜀 cos𝜙+
√

𝜀−sin2𝜙

⃒⃒⃒⃒2
.

(8.8)

Результаты расчета зависимости коэффициентов отражения плазмы ксе­

нона от угла падения 𝜙 для трех длин волн лазерного излучения 1064 нм

(сплошные линии), 694 нм (пунктирные линии) и 532 нм (штрихпунктирные

линии) представлены на рис. 8.7. Верхние линии соответствуют s- поляри­

зованной компоненте излучения, нижние линии – коэффициент отражения

p-поляризованной волны. Угол падения, при котором коэффициент отраже­

ния p-поляризованной компоненты достигает минимума — угол Брюстера.

Рассмотрим влияние оптической неоднородности на зависимость коэф­

фициента отражения от угла падения. Для расчета зависимости амплиту­

ды электрического поля 𝐸 (𝑧, 𝜙) s-поляризованной компоненты излучения от

расстояния и угла падения необходимо заменить 𝜀(𝑧, 𝜆) на 𝜀(𝑧, 𝜆) − sin2𝜙 в

уравнении (8.2) и граничных условиях (8.6). Для рассмотрения зависимости

отражательной способности p-поляризованной волны от угла падения необхо­

димо найти решение уравнения для напряженности магнитного поля 𝐻(𝑧, 𝜙)

𝜀 (𝑧, 𝜆)
𝜕

𝜕𝑧

(︂
1

𝜀 (𝑧, 𝜆)

𝜕𝐻 (𝑧, 𝜙)

𝜕𝑧

)︂
+
(︀
𝜀 (𝑧, 𝜆)− sin2𝜙

)︀
𝐻 (𝑧, 𝜙) = 0, (8.9)

с соответствующими граничными условиями

𝐻 (ℎ, 𝜙) = exp
(︁
2𝜋i
√︀
𝜀(ℎ, 𝜆)− sin2𝜙ℎ/𝜆

)︁
,

𝐻𝑧 (ℎ, 𝜙) = (2𝜋i/𝜆)
√︀
𝜀(ℎ, 𝜆)− sin2𝜙𝐻 (ℎ, 𝜙) ,

(8.10)

где 𝐻𝑧 = 𝜕𝐻/𝜕𝑧. Коэффициент отражения p-поляризованной волны рассчи­

тывается по формуле

𝑅𝑝 (𝜙) =

⃒⃒⃒⃒
⃒2𝜋i

√︀
1− sin2𝜙𝐻 (0, 𝜙)− 𝜆𝐻𝑧 (0, 𝜙)

2𝜋i
√︀
1− sin2𝜙𝐻 (0, 𝜙) + 𝜆𝐻𝑧 (0, 𝜙)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

. (8.11)
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Рис. 8.7. Зависимость коэффициентов отражения 𝑅𝑠 (верхние линии) и 𝑅𝑝 (нижние линии)

от угла падения лазерного излучения 𝜙 при отражении от резкой границы фронта ударной

волны
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Таблица 8.3. Оценки ширины фронта ударной волны. Параметр уравнения Гельмгольца

(ℎ1); результат теории Друде (ℎ2)

𝜆 (нм), 𝜌 (г/см3) ℎ1 (нм) ℎ2 (нм)

1064, 2.7 80 161

694, 2.8 100 154

532, 2.8 100 145

Выражение (8.11) получено по аналогии с формулой (8.5) и совпадает с (8.8)

для 𝑅𝑝 в пределе резкой границы (ℎ → 0) между вакуумом и рассматривае­

мой средой. Для расчета коэффициента отражения s-поляризованной волны

значения амплитуды 𝐸(0, 𝜙) и производной 𝐸𝑧(0, 𝜙) необходимо подставить

в формулу (8.11) вместо 𝐻(0, 𝜙) и 𝐻𝑧(0, 𝜙) соответственно.

Оценки ширины фронта ударной волны для случая отражения излуче­

ния, падающего под углом, при различных значениях плотности и длины

волны представлены в таблице 8.3. Значения ширины фронта ударной волны

ℎ1 рассчитаны как параметры решения уравнения Гельмгольца.

На рис. 8.8 представлены результаты расчета в рамках ТФП зависимо­

сти коэффициентов отражения 𝑅𝑠 и 𝑅𝑝 от угла падения 𝜙 для различных зна­

чений длины волны лазерного излучения и плотности 1064 нм, 2.7 г/см3 (а),

694 нм, 2.8 г/см3 (б) и 532 нм, 2.8 г/см3 (в) и данные экспериментов [237, 238].

Экспериментальные данные обозначены треугольниками (𝑅𝑝) и квадратами

(𝑅𝑠). Сплошные линии совпадают с результатами расчета, представленными

на рис. 8.7. Штрихованные линии соответствуют результатам расчета с уче­

том уширения фронта с параметром ширины ℎ1.

Ширину фронта также можно оценить, используя теорию Друде [246,

247], описывающую изменение коэффициента преломления в приграничном

слое оптически неоднородной среды, и экспериментальную зависимость 𝑅𝑠 и
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Рис. 8.8. Зависимости коэффициентов отражения плазмы ксенона:𝑅𝑠 (зеленый) и𝑅𝑝 (крас­

ный) от угла падения. Экспериментальные данные [237, 238] изображены квадратами (𝑅𝑠)

и кружками (𝑅𝑝). Сплошные линии соответствуют результатам расчетов, полученных без

введения уширения волнового фронта. Штриховые линии соответствуют расчетным зна­

чениям коэффициента отражения с учетом уширения фронта
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𝑅𝑝 от 𝜙. В данном случае величину ℎ2 можно оценить из выражения

𝑅𝑝

𝑅𝑠
=
𝜋2 · ℎ2

𝜆2

⃒⃒⃒⃒
𝑛2 + 1

(𝑛2 − 1)2
𝛽2

⃒⃒⃒⃒
, (8.12)

где 𝑛 — коэффициент преломления однородной среды, 𝛽 = 𝑁 2+𝑛2
(︁
1/𝑁 2

)︁
−

1−𝑛2 и𝑁 = 𝑁(𝑧) =
√︀
𝜀(𝑧, 𝜆) — коэффициент преломления неоднородной сре­

ды. Значения 𝑁 (𝑧) усредняются по расстоянию внутри неоднородного слоя.

Отношение 𝑅𝑝/𝑅𝑠 рассчитывается при значении 𝜙 равном углу Брюстера,

при котором достигает минимума. Предполагая линейную зависимость 𝑅𝑝,

получаем следующее выражение для ширины ℎ2

ℎ = 𝜆

[︃(︂
3

2𝜋

)︂(︂
𝑅𝑝

𝑅𝑠

)︂1/2(︀
𝑅 ·
⃒⃒
𝑛2 + 1

⃒⃒)︀−1/2

]︃
. (8.13)

Коэффициент преломления 𝑛 =
√
𝜀 рассчитывается в рамках ТФП. Резуль­

таты расчета ℎ2, вычисленные по формуле (8.13) представлены в таблице 8.3.

Видно, что данный метод также дает значения ширины фронта ударной вол­

ны заметно более низкие в сравнении с [237, 238] и близкие к теоретической

оценке 100 нм.

8.4. Заключение к главе 8

В рамках КМД и ТФП рассчитаны зависимости электропроводности,

плазменной частоты и коэффициента отражения плазмы ударно сжатого ксе­

нона от плотности. Исследовано влияние ширины фронта ударной волны на

коэффициент отражения.

1. Предложен метод расчета коэффициента отражения, основанный на

решении уравнения Гельмгольца для амплитуды поля с учетом про­

странственной зависимости ДП в переходном слое между вакуумом и

плазмой, где ДП на границе плазмы рассчитывается в рамках ТФП.
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Подход позволяет учитывать влияние неоднородности распределения

плотности (уширение фронта ударной волны) и используется для рас­

чета коэффициента отражения как при нормальном падении лазерного

излучения, так и для зависимости коэффициентов отражения s- и p-

поляризованных компонент излучения от угла падения.

2. Предложен подход, основанный на теории Друде для описания прелом­

ления, позволяющий рассчитать отношение коэффициентов отражения

s- и p- поляризованных компонент излучения для заданной зависимости

диэлектрической проницаемости от расстояния в оптически неоднород­

ном слое.

3. Решена обратная задача: получена оценка размера области оптической

неоднородности на основе расчета диэлектрической проницаемости и ко­

эффициента отражения. В данном случае ширина фронта ударной вол­

ны рассматривается как параметр уравнения Гельмгольца. Также пред­

ложен метод оценки ширины фронта ударной волны на основе расчета

отношения экспериментальных значений коэффициентов отражения s-

и p- поляризованных компонент излучения с заданной зависимостью

диэлектрической проницаемости от расстояния.

4. В рамках данного подхода с учетом неоднородности фронта ударной

волны получено достаточно хорошее согласие с экспериментальными

данными по коэффициенту отражения [233–238] практически во всем

исследованном диапазоне плотностей. Также получено согласие рассчи­

танных значений электропроводности с измеренными.
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Заключение

Метод квантовой молекулярной динамики (КМД) на основе теории функ­

ционала плотности (ТФП) применяется к исследованию экстремальных со­

стояний вещества. В рамках единого подхода проводится расчет уравнения

состояния, диэлектрической проницаемости (ДП), электропроводности, ко­

эффициента отражения, электронной и пространственной структуры. Один

и тот же подход применен для изучения таких различных веществ как кри­

сталлический и разогретый плотный водород и плотная плазма ксенона. По­

лучены следующие основные результаты.

1. Предложен метод расчета в рамках ТФП и КМД термодинамических

структурных, электронных и оптических свойств веществ при сверхвы­

соких давлениях. Уравнение состояния рассчитывается с учетом мета­

стабильных состояний. Самосогласованность подхода основана на том,

что рассматриваемые свойства определяются распределением электрон­

ной плотности. Кроме этого, подход позволяет получить из одного и

того же выражения для ДП как плазменную частоту, так и коэффици­

енты отражения и электропроводность.

2. Молекулярный кристаллический водород имеет моноклинную струк­

туру с симметрией C2/c при 𝑃 = 302 − 544ГПа. В диапазоне 𝑃 =

302−361ГПа является диэлектриком, при 𝑃 = 361−544ГПа – полуме­

таллом, Давление перехода в полуметаллическое состояние достаточно

хорошо согласуется с экспериментом. Переход в полуметаллическое со­

стояние происходит без изменения структуры и разрыва плотности на

изотерме и, следовательно, не является фазовым.

3. В диапазоне давлений 𝑃 = 544 − 626ГПа молекулярный кристалли­

ческий водород имеет ромбическую структуру с симметрией Cmca с
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четырьмя атомами в элементарной ячейке и является металлом. Пере­

ход из полуметаллического в металлическое состояние происходит без

скачка плотности на изотерме. Таким образом, такой переход является

структурным, но не фазовым.

4. При сжатии молекулярного кристаллического водорода при температу­

ре 100 К и плотности 1.563 г/см3, образуется атомарная решетка. Дан­

ный переход является фазовым переходом первого рода. Возникает ром­

бическая структура с симметрией C2221, в первой координационной сфе­

ре которой пять протонов образуют квазитетраэдр. Четыре расстояния

от центрального протона равны 0.92 Å, как в кластере H+
3 , которые не

меняются при сжатии до плотности 2.1 г/см3. При образовании атомар­

ного кристалла водорода резко возрастает электропроводность.

5. Обнаружен гистерезис зависимости давления от плотности при темпера­

туре 100К в кристаллическом водороде. Наблюдается перекрытие вет­

вей изотермы молекулярной и атомарной фазы, соответствующее об­

ласти существования метастабильных состояний. Величина данной об­

ласти 275 ГПа. Показано, что атомарная решетка с симметрией P21/c

существует в метастабильном состоянии при уменьшении давления до

350 ГПа.

6. При образовании проводящей фазы флюида водорода резко уменьша­

ется количество молекул H2 и взамен возникают протонные комплексы

с межатомными расстояниями, как в ионах H+
2 и H+

3 . Фазовый переход

имеет электронную природу и связан с частичной ионизацией молекул

H2, что указывает на механизм ПФП. Изменение электронной струк­

туры приводит и к структурным изменениям. Положение ПФП может

быть соотнесено с границей полупроводник–диэлектрик. По аналогии с
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фазовыми переходами жидкость–жидкость образование структур с рас­

стоянием, как в H+
3 в кристаллическом водороде, указывает на механизм

ПФП.

7. Метастабильные состояния разогретого плотного водорода получены

для изотерм 700 и 1000К. Изотермы имеют своеобразную наклонную

форму с сильным перекрытием равновесных и метастабильных ветвей.

Обнаружено резкое возрастание электропроводности и плазменной ча­

стоты вдоль изотерм. Полученные результаты являются прямым указа­

нием на плазменную природу фазового перехода в разогретом плотном

водороде.

8. Рассчитаны зависимости плазменной частоты, электропроводности и

коэффициента отражения от плотности плазмы ударно сжатого ксено­

на в диапазоне 𝜌 = 0.5 − 3.84 г/см3 при температурах около 30000К.

Достигнуто удовлетворительное согласие с экспериментом. Показано,

что учет неоднородности фронта ударной волны улучшает согласие.
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240. H. Reinholz, G. Röpke, I. Morozov, V. Mintsev, Y. Zaparoghets, V. Fortov,

A. Wierling. Density profile in shock wave fronts of partially ionized xenon

plasmas // J. Phys. A: Math. Gen. — 2003. — Vol. 36. — Pp. 5991–5997.

241. H. Reinholz, Yu. Zaporoghets, V. Mintsev, V. Fortov, I. Morozov, G. Röpke.
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